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`c´a˜l´cˇu˜l ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n‹n`e¨l `c´o“n˚tˇi‹n˚uffl . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
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C‚h`a¯p˚i˚tˇr`e 1

A˜l´g´è¨b˘r`eṡ `d`e B`a‹n`a`c‚hffl

1.1 R`a¯p¯p`e¨lṡ
D`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl 1.1.1. S̀o˘i˚t A ˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e `d`e B`a‹n`a`c‚hffl `c´o“m¯p˜l´e›x´e. A `eṡfi˚t `d˚i˚t´e

˚u‹n`e `a˜l´g´è¨b˘r`e `d`e B`a‹n`a`c‚hffl ¯sfi˚iffl A `eṡfi˚t ”m˚u‹n˚i`e `dffl’˚u‹n`e ¯sfi˚tˇr˚u`cˇtˇu˚r`e `dffl’`a˜l´g´è¨b˘r`e (`a¯sfi¯sfi`o-
`cˇi`a˚tˇi‹vfle) ˚t´e¨l¨l´e `qfi˚u`e ‖ab‖ 6 ‖a‖ ‖b‖ ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u¯s a, b ∈ A.

R`e›m`a˚r`qfi˚u`e : `o“nffl ”nffl’`o˝b˘tˇi`e›n˚t ¯p`a¯s `d`e ”n`o˘tˇi`o“nffl ¯p˜lˇu¯s `g´é›n`éˇr`a˜l´e `e›nffl ¯sfi˚u¯p¯p`oşfi`a‹n˚t
˜l´affl ”m˚u˜lˇtˇi¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ˚u‹n˚i`qfi˚u`e›m`e›n˚t `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e, `o˘uffl ”m`ê›m`e ¯sfi`éṗ`a˚r`é›m`e›n˚t `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e.
(E”x´eˇr`cˇi`c´e.)

S̀o˘i˚t A ˚u‹n`e `a˜l´g´è¨b˘r`e `d`e B`a‹n`a`c‚hffl ˚u‹n˚i˜f´èˇr`e.

D`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl 1.1.2. L`e ¯sfi¯p`e´cˇtˇr`e `dffl’˚u‹nffl `é¨l´é›m`e›n˚t a ∈ A `eṡfi˚t ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e

σ(a) = {λ ∈ C : a− λ ”nffl’`eṡfi˚t ¯p`a¯s ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi˚i˜b˝l´e}.

T‚h`é´o˘r`è›m`e 1.1.3. L`e ¯sfi¯p`e´cˇtˇr`e `d`e ˚t´o˘u˚t `é¨l´é›m`e›n˚t `dffl’˚u‹n`e `a˜l´g´è¨b˘r`e `d`e B`a‹n`a`c‚hffl
`eṡfi˚t ˚u‹n`e ¯p`a˚r˚tˇi`e `c´o“m¯p`a`cˇt´e ”n`o“nffl-”v˘i`d`e `d`e C.

T‚h`é´o˘r`è›m`e 1.1.4 (G´e¨l¨f´a‹n`dffl-M`a˚zˇu˚rffl). S̀o˘i˚t A ˚u‹n`e A`dB ˚u‹n˚i˚t´a˜l´e `qfi˚u˚iffl `eṡfi˚t
˚u‹nffl `c´o˘r¯p¯s (˚t´o˘u˚t `é¨l´é›m`e›n˚t ”n`o“nffl-”n˚u˜l `eṡfi˚t ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi˚i˜b˝l´e). A˜l´o˘r¯s A ' C.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. S̀o˘i˚t a ∈ A. I˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e λ ∈ σ(a) 6= ∅. A˜l´o˘r¯s a − λ1 ”nffl’`eṡfi˚t
¯p`a¯s ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi˚i˜b˝l´e ; ¯p`a˚rffl ˜l„˛h‹yṗ`o˘t‚h`èṡfi`e, a− λ = 0, `d`o“n`c a ∈ C1.

D`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl 1.1.5. S̀o˘i˚t a ∈ A. L`e ˚r`a‹y´o“nffl ¯sfi¯p`e´cˇtˇr`a˜l `d`e a `eṡfi˚t ρ(a) =

sup{|λ| : λ ∈ σ(a)}.

O”nffl `o˝b˘tˇi`e›n˚t ˜f´a`cˇi˜l´e›m`e›n˚t ρ(a) 6 ‖a‖.
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T‚h`é´o˘r`è›m`e 1.1.6. P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t a, ˜l´affl ˜lˇi‹m˚i˚t´e ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t´e `e›xˇi¯sfi˚t´e `eˇt ”vfléˇr˚i˜fˇi`e
˜l„`é´g´a˜lˇi˚t´é :

ρ(a) = lim
n→∞

‖an‖1/n.

T‚h`é´o˘r`è›m`e 1.1.7. S̀o˘i˚t a ∈ A. P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e p, `o“nffl `affl
σ
(
p(a)

)
= p
(
σ(a)

)
= {p(λ) : λ ∈ σ(a)}.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. S̀o˘i˚t n = deg p. P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t λ `o“nffl `affl p(z)−λ = c(z−z1) . . . (z−

zn) `a‹vfle´c c 6= 0 `eˇt `c´eˇr˚t´a˚i‹n¯s zn ∈ C. A˜l´o˘r¯s p(a)−λ = c(a−z1) . . . (a−zn) ; `c’`eṡfi˚t
˚i‹n‹vfleˇr¯sfi˚i˜b˝l´e ¯sfi¯sfi˚iffl `c‚h`a`qfi˚u`e ˚t´eˇr‹m`e `eṡfi˚t ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi˚i˜b˝l´e, `c.`àffl.`dffl. zj /∈ σ(a), j = 1, . . . , n.
L`eṡ `c´a¯s ”n`o“nffl-˚i‹n‹vfleˇr¯sfi˚i˜b˝l´eṡ ¯sfi`o“n˚t `a˜l´o˘r¯s `c´eˇu‹x `o˘ùffl zj ∈ σ(a) ¯p`o˘u˚rffl ˚u‹nffl `c´eˇr˚t´a˚i‹nffl
j. O”nffl `a˚u˚r`affl `a˜l´o˘r¯s p(zj)− λ = 0, `d`o“n`c λ ∈ p(σ(a)

).
R`e´cˇi¯p˚r`oˆqfi˚u`e›m`e›n˚t, λ = p(z0) `a‹vfle´c z0 ∈ σ(a) ˜f´eˇr`affl `qfi˚u`e p(z)− λ ¯s’`a‹n‹n˚u˜l´e

`e›nffl z0 `d`o“n`c ¯sfi`e `d˚i‹v˘i¯sfi`e ¯p`a¯s ˜l´e ˜f´a`cˇt´eˇu˚rffl z − z0 ˚t´e¨l `qfi˚u`e a − z0 ”nffl’`eṡfi˚t ¯p`a¯s
˚i‹n‹vfleˇr¯sfi˚i˜b˝l´e ; `o“nffl `a˚u˚r`affl `d`o“n`c p(a)− λ ”n`o“nffl-˚i‹n‹vfleˇr¯sfi˚i˜b˝l´e `eˇt p(z0) ∈ σ

(
p(a)

).
(V˚r`a˚iffl `d`a‹n¯s ˚t´o˘u˚t´e `a˜l´g´è¨b˘r`e ˚u‹n˚i˚t´a˜l´e, ”m`ê›m`e ¯sfi`a‹n¯s ”n`o˘r‹m`e / ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`e).

1.2 A`d¯j´o“n`cˇtˇi`o“nffl `dffl’˚u‹n˚i˚t´é
S̊iffl A ”nffl’`eṡfi˚t ¯p`a¯s ˚u‹n˚i˜f´èˇr`e, `o“nffl ¯p`eˇu˚t `c´o“n¯sfi˚i`d`éˇr`eˇrffl ˜l„`eṡfi¯p`a`c´e Ã = A⊕ 1 `eˇt ”y

`d`é¨fˇi‹n˚i˚rffl ˜l´affl ”m˚u˜lˇtˇi¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl `d`e ¯sfi`o˘r˚t´e `qfi˚u`e 1 ¯sfi`o˘i˚t ˜l„˚u‹n˚i˚t´é :
(λ+ a)(µ+ b) = λµ+ λa+ µb+ ab,

λ, µ ∈ C, a, b ∈ A. O”nffl ¯p`oşfi`e ‖λ+a‖ = |λ|+‖a‖, `eˇt `c´e¨l´affl `e›nffl ˜f´a˚i˚t ˚u‹n`e `a˜l´g´è¨b˘r`e
`d`e B`a‹n`a`c‚hffl :
‖(λ+ a)(µ+ b)‖ 6 |λµ|+ |λ|‖b‖+ |µ|‖a‖+ ‖a‖ ‖b‖ = ‖λ+ a‖ ‖µ+ b‖.

D`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl 1.2.1. S̀o˘i˚t A ˚u‹n`e A`dB ”n`o“nffl-˚u‹n˚i˜f´èˇr`e. P̀o˘u˚rffl a ∈ A, `o“nffl ¯p`oşfi`e
σ(a) := σÃ(a) `eˇt ρ(a) = sup{|λ| : λ ∈ σ(a)}.

S̊iffl A ”nffl’`affl ¯p`a¯s `dffl’˚u‹n˚i˚t´é, A `eṡfi˚t ˚u‹nffl ˚i`d`é´a˜l `d`a‹n¯s Ã, `d`o“n`c ¯sfi`eṡ `é¨l´é›m`e›n˚tṡ ”n`e
¯sfi`o“n˚t ¯j´a‹m`a˚i¯s ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi˚i˜b˝l´eṡ, `c’`eṡfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e 0 ∈ σ(a) ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t a ∈ A.
E”x´e›m¯p˜l´e 1.2.2. S̀o˘i˚t A = C0(R) `a‹vfle´c ˜l´affl ”m˚u˜lˇtˇi¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ¯p`o“n`cˇtˇu`e¨l¨l´e `eˇt ˜l´affl
”n`o˘r‹m`e ˚u‹n˚i˜f´o˘r‹m`e. O”nffl ¯p`eˇu˚t ˚i`d`e›n˚tˇi˜fˇi`eˇrffl ˜l„˚u‹n˚i˚t´é `e›xˇt´éˇr˚i`eˇu˚r`e `a‹vfle´c ˜l´affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl
1 ¯sfi˚u˚rffl R : (1)(λ+ f)(t) = λ+ f(t). U”n`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl f −λ `eṡfi˚t ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi˚i˜b˝l´e ¯sfi¯sfi˚iffl
`e¨l¨l´e ”n`e ¯s’`a‹n‹n˚u˜l´e ¯p`a¯s, `a‹vfle´c ˜l„˚i‹n‹vfleˇr¯sfi`e g̃(t) = 1

f(t)− λ ; ˜l´affl ˜lˇi‹m˚i˚t´e `àffl ˜l„˚i‹n˜fˇi‹n˚iffl
`eṡfi˚t −1/λ (`c´e `qfi˚u˚iffl `c´o“n˜fˇi˚r‹m`e `qfi˚uffl’`o“nffl `d`o˘i˚t `a‹vˆo˘i˚rffl λ 6= 0) `d`o“n`c g = g̃+ 1/λ `eṡfi˚t
`d`a‹n¯s A. F̊i‹n`a˜l´e›m`e›n˚t : σ(f) = f(R) ∪ {0} `eˇt ρ(f) = ‖f‖∞.
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1.3 I`d`é´a˚u‹x
D`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl 1.3.1. S̀o˘i˚t A ˚u‹n`e A`dB. U”nffl ˚i`d`é´a˜l `d`e A `eṡfi˚t ˚u‹nffl ¯sfi`o˘u¯s-`eṡfi¯p`a`c´e
”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l I ⊂ A ˚t´e¨l `qfi˚u`e AI ⊂ I `eˇt IA ⊂ I. U”nffl ˚i`d`é´a˜l `eṡfi˚t `d˚i˚t ”m`a‹xˇi‹m`a˜l ¯s’˚i˜l
”nffl’`eṡfi˚t ¯p`a¯s `c´o“n˚t´e›n˚uffl `d`a‹n¯s ˚u‹nffl `a˚u˚tˇr`e ˚i`d`é´a˜l ¯p˚r`op̧˚r`e (˚i‹n`é´g´a˜l `àffl A).

T‚h`é´o˘r`è›m`e 1.3.2. S̀o˘i˚t I ⊂ A ˚u‹nffl ˚i`d`é´a˜l ˜f´eˇr‹m`é. A˜l´o˘r¯s A/I `a‹vfle´c ˜l´affl
”n`o˘r‹m`e `qfi˚u`o˘tˇi`e›n˚t `eṡfi˚t ˚u‹n`e `a˜l´g´è¨b˘r`e `d`e B`a‹n`a`c‚hffl, `eˇt ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl `qfi˚u`o˘tˇi`e›n˚t `eṡfi˚t
˚u‹nffl ˛h`o“m`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e `c´o“n˚tˇr`a`cˇt´a‹n˚t.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. O”nffl ˚r`a¯p¯p`e¨l¨l´e `qfi˚u`e ¯p`o˘u˚rffl a ∈ A,

‖a+ I‖ = inf
z∈I
‖a+ z‖.

O”nffl ¯sfi`a˚i˚t ˜b˘i`e›nffl `qfi˚u`e A/I `eṡfi˚t ˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e `d`e B`a‹n`a`c‚hffl `a‹vfle´c `c´eˇtˇt´e ”n`o˘r‹m`e. O”nffl
`affl `e›n¯sfi˚u˚i˚t´e ¯p`o˘u˚rffl a, b ∈ A :

‖(a+ I)(b+ I)‖ = inf
z∈I
‖ab+ z‖ 6 inf

z,w∈I
‖ab+ aw + zb+ zw‖

= inf
z,w∈I

‖(a+ z)(b+ w)‖ 6 ‖a+ I‖ ‖b+ I‖.

P̊r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl 1.3.3. S̀o˘i˚t H ˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e `d`e H˚i˜l¨bfleˇr˚t ¯sfi`éṗ`a˚r`a˜b˝l´e. A˜l´o˘r¯s
K(H) `eṡfi˚t ˜l´e ¯sfi`eˇu˜l ˚i`d`é´a˜l ˜f´eˇr‹m`é `d`a‹n¯s B(H).

(`àffl `d`é›m`o“n˚tˇr`eˇrffl ¯p˜lˇu¯s ˚t´a˚r`dffl `d`a‹n¯s ˜l´e `c´o˘u˚r¯s.)

P̊r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl 1.3.4. S̀o˘i`e›n˚t A,B `d`eˇu‹x A`dB `eˇt ϕ : A → B ˚u‹nffl ˛h`o“m`o-
”m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e `c´o“n˚tˇi‹n˚uffl. A˜l´o˘r¯s ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t ˚i`d`é´a˜l J ⊂ B ¯sfi`o“nffl ˚i‹m`a`g´e ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi`e
I = ϕ−1(J) `eṡfi˚t ˚u‹nffl ˚i`d`é´a˜l `d`a‹n¯s A.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. C’`eṡfi˚t `é›v˘i`d`e›n˚t : ¯sfi˚iffl z ∈ I `eˇt a ∈ A, `a˜l´o˘r¯s ϕ(az) = ϕ(a)ϕ(z) ∈

ϕ(a)J ⊂ J `d`o“n`c az ∈ I , `d`e ”m`ê›m`e za ∈ I. R`e›m`a˚r`qfi˚u`o“n¯s `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl `qfi˚u`e ¯sfi˚iffl J
`eṡfi˚t ˜f´eˇr‹m`é `a˜l´o˘r¯s I `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl.

T‚h`é´o˘r`è›m`e 1.3.5. S̀o˘i˚t I ˚u‹nffl ˚i`d`é´a˜l `d`e A. A˜l´o˘r¯s ¯sfi`o“nffl `a`d˛h`éˇr`e›n`c´e Ī `eṡfi˚t
˚u‹nffl ˚i`d`é´a˜l `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. T`o˘u˚t z ∈ Ī `eṡfi˚t ˜l´affl ˜lˇi‹m˚i˚t´e z = lim zn `a‹vfle´c zn ∈ I ; `o“nffl `affl
`a˜l´o˘r¯s ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t a ∈ A

az = lim azn ∈ Ī `eˇt za = lim zna ∈ Ī .
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E”x´e›m¯p˜l´e 1.3.6. D`a‹n¯s A = C0(R), ˚t´o˘u˚t´e ¯p`a˚r˚tˇi`e K ⊂ R `d`é¨fˇi‹n˚i˚t ˚u‹nffl
˚i`d`é´a˜l IK = {f ∈ A : f |K = 0}. S̊iffl K = {x} `eṡfi˚t ˚u‹nffl ¯sfi˚i‹n`g¨l´eˇt´o“nffl, IK `affl ˜l´affl
`c´oˆd˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl 1 `eˇt `eṡfi˚t `d`o“n`c ”m`a‹xˇi‹m`a˜l.

L`eṡ ˚i`d`é´a˚u‹x ”m`a‹xˇi‹m`a˚u‹x ¯p˚r`oˆd˚u˚i¯sfi`e›n˚t ˜l´eṡ `qfi˚u`o˘tˇi`e›n˚tṡ ˜l´eṡ ¯p˜lˇu¯s ¯sfi˚i‹m¯p˜l´eṡ. O”nffl
”vˆo˘u`d˚r`a˚i¯s ¯p`o˘u‹vˆo˘i˚rffl ¯p`a¯sfi¯sfi`eˇrffl `a˚u‹x ˚i`d`é´a˚u‹x ˜f´eˇr‹m`éṡ, ¯p`o˘u˚rffl `qfi˚u`e ˜l´eṡ `qfi˚u`o˘tˇi`e›n˚tṡ
¯sfi`o˘i`e›n˚t `d`e B`a‹n`a`c‚hffl (¯sfi`éṗ`a˚r`éṡ). O˚rffl :

E”x´e›m¯p˜l´e 1.3.7. D`a‹n¯s A = C0(R), ¯sfi`o˘i˚t I = {f ∈ A : supp f `eṡfi˚t `c´o“m¯p`a`cˇt}.
A˜l´o˘r¯s I `eṡfi˚t ˚u‹nffl ˚i`d`é´a˜l `d`e›n¯sfi`e ¯p˚r`op̧˚r`e.

(˜fˇi‹nffl `d˚uffl `c´o˘u˚r¯s 1)

1.4 I`d`é´a˚u‹x ”m`oˆd˚u˜l´a˚i˚r`eṡ
D`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl 1.4.1. S̀o˘i˚t A ˚u‹n`e `a˜l´g´è¨b˘r`e `d`e B`a‹n`a`c‚hffl. U”nffl ˚i`d`é´a˜l I ⊂ A `eṡfi˚t
`d˚i˚t ”m`oˆd˚u˜l´a˚i˚r`e ¯sfi˚iffl A/I `eṡfi˚t ˚u‹n˚i˜f´èˇr`e ; `é´qfi˚u˚i‹vˆa˜l´e›n˚t `àffl `c´e `qfi˚uffl’˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e ˚u‹n`e ˚u‹n˚i˚t´é
”m`oˆd˚u˜l´a˚i˚r`e : ˚u‹nffl `é¨l´é›m`e›n˚t u ∈ A ˚t´e¨l `qfi˚u`e

a− ua, a− au ¯sfi`o“n˚t `d`a‹n¯s I

¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t a ∈ A.

O”nffl ”vˆo˘i˚t `qfi˚u`e `d`a‹n¯s `c´e `c´a¯s a+ I = ua+ I = au+ I. O”nffl ¯p`eˇu˚t `d˚i˚r`e `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl
`qfi˚u`e u `eṡfi˚t ˚u‹n`e ˚u‹n˚i˚t´é ”m`oˆd˚u˜l´o I.

E”x´e›m¯p˜l´e 1.4.2. S̀o˘i˚t A = C0(R) `eˇt ¯sfi`o˘i˚t K ⊂ R `c´o“m¯p`a`cˇt. A˜l´o˘r¯s IK `eṡfi˚t
”m`oˆd˚u˜l´a˚i˚r`e, `eˇt ˚t´o˘u˚t´e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl u ∈ A `é´g´a˜l´e `àffl 1 ¯sfi˚u˚rffl K ¯p`eˇu˚t `êˇtˇr`e ¯p˚r˚i¯sfi`e
¯p`o˘u˚rffl ˚u‹n`e ˚u‹n˚i˚t´é ”m`oˆd˚u˜l´a˚i˚r`e.

S̊iffl K ”nffl’`eṡfi˚t ¯p`a¯s `c´o“m¯p`a`cˇt, `a˜l´o˘r¯s IK ”nffl’`eṡfi˚t ¯p`a¯s ”m`oˆd˚u˜l´a˚i˚r`e (˚u‹n`e ˚u‹n˚i˚t´é
”m`oˆd˚u˜l´a˚i˚r`e u `a˚u˚r`a˚i˚t `éˇt´é `é´g´a˜l´e `àffl 1 ¯sfi˚u˚rffl K).

E”x´eˇr`cˇi`c´e 1.4.3. S̀o˘i˚t A = A(D) ˜l„`a˜l´g´è¨b˘r`e `d`e `d˚i¯sfi`qfi˚u`e : `c’`eṡfi˚t ˜l„`eṡfi¯p`a`c´e `d`eṡ
˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s ˛h`o˝l´o“m`o˘r¯p˛h`eṡ ¯sfi˚u˚rffl D = {z ∈ C : |z| < 1}, `c´o“n˚tˇi‹n˚u`eṡ ¯sfi˚u˚rffl D. O”nffl
˜l´affl ”m˚u‹n˚i˚t `d`e ˜l´affl ”n`o˘r‹m`e ˚u‹n˚i˜f´o˘r‹m`e `eˇt `d`e ˜l´affl ”m˚u˜lˇtˇi¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ¯sfi˚i‹m¯p˜l´e.

C`o“n¯sfi˚i`d`éˇr`o“n¯s A0 = {f ∈ A : f(0) = 0}. C’`eṡfi˚t `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl ˚u‹n`e `a˜l´g´è¨b˘r`e `d`e
B`a‹n`a`c‚hffl (˚u‹nffl ˚i`d`é´a˜l `d`a‹n¯s A). M`o“n˚tˇr`eˇrffl `qfi˚u`e I = {f ∈ A0 : f ′(0) = 0} `eṡfi˚t ˚u‹nffl
˚i`d`é´a˜l ”m`a‹xˇi‹m`a˜l ”n`o“nffl-”m`oˆd˚u˜l´a˚i˚r`e `d`a‹n¯s A0.

P̊r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl 1.4.4. S̊iffl I ⊂ A `eṡfi˚t ˚u‹nffl ˚i`d`é´a˜l ”m`oˆd˚u˜l´a˚i˚r`e ¯p˚r`op̧˚r`e, `a˜l´o˘r¯s
¯sfi`o“nffl `a`d˛h`éˇr`e›n`c´e Ī `eṡfi˚t ˚u‹nffl ˚i`d`é´a˜l ¯p˚r`op̧˚r`e. S̊iffl I `eṡfi˚t ”m`a‹xˇi‹m`a˜l, `a˜l´o˘r¯s ˚i˜l `eṡfi˚t
˜f´eˇr‹m`é.
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D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. S̀o˘i˚t u ˚u‹n`e ˚u‹n˚i˚t´é ”m`oˆd˚u˜l´o I , `eˇt ¯sfi`o˘i˚t B = B(u, 1) ˜l´affl ˜bˆo˘u˜l´e
˚u‹n˚i˚t´é `c´e›n˚tˇr`é´e `e›nffl u. M`o“n˚tˇr`o“n¯s `qfi˚u`e B ∩ I = ∅.

S̊iffl b ∈ B, `a˜l´o˘r¯s ‖b − u‖ < 1 `d`o“n`c ‖(b + I) − (u + I)‖ < 1. L’`é¨l´é›m`e›n˚t
b+I `eṡfi˚t `d`o“n`c ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi˚i˜b˝l´e `d`a‹n¯s ˜l„`a˜l´g´è¨b˘r`e ˚u‹n˚i˚t´a˜l´e A/I , `dffl’`o˘ùffl `e›nffl ¯p`a˚r˚tˇi`cˇu˜lˇi`eˇrffl
b /∈ I.

O”nffl `c´o“n`c¨lˇu˚t `a˜l´o˘r¯s `qfi˚u`e u /∈ I ; ”m`a˚i¯s I `eṡfi˚t ˚u‹nffl ˚i`d`é´a˜l, `qfi˚u˚iffl `eṡfi˚t `d`o“n`c ¯p˚r`op̧˚r`e.
F̊i‹n`a˜l´e›m`e›n˚t, ¯sfi˚iffl I `eṡfi˚t ”m`a‹xˇi‹m`a˜l, `a˜l´o˘r¯s ˚i˜l `eṡfi˚t ”n`é´c´eṡfi¯sfi`a˚i˚r`e›m`e›n˚t `é´g´a˜l `àffl

I ⊃ I `d`o“n`c ˜f´eˇr‹m`é.

P̊r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl 1.4.5. T`o˘u˚t ˚i`d`é´a˜l ”m`oˆd˚u˜l´a˚i˚r`e ¯p˚r`op̧˚r`e I ⊂ A `eṡfi˚t `c´o“n˚t´e›n˚uffl
`d`a‹n¯s ˚u‹nffl ˚i`d`é´a˜l ”m`oˆd˚u˜l´a˚i˚r`e ”m`a‹xˇi‹m`a˜l (˜f´eˇr‹m`é).

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. S̀o˘i˚t F ˜l´affl ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e `d`e ˚t´o˘u¯s ˜l´eṡ ˚i`d`é´a˚u‹x ¯p˚r`op̧˚r`eṡ `c´o“n˚t´e›n`a‹n˚t
I. S̊iffl u ∈ A `eṡfi˚t ˚u‹n`e ˚u‹n˚i˚t´é ”m`oˆd˚u˜l´o I , `e¨l¨l´e ˜l„`eṡfi˚t `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t J ∈ F ,
`eˇt `e›nffl ¯p`a˚r˚tˇi`cˇu˜lˇi`eˇrffl u /∈ J . S̊iffl C `eṡfi˚t ˚u‹n`e `c‚h`a˚i‹n`e `d`a‹n¯s F `o˘r`d`o“n‹n`é ¯p`a˚rffl
˚r`a¯p¯p`o˘r˚t `àffl ˜l„˚i‹n`c¨lˇu¯sfi˚i`o“nffl, `a˜l´o˘r¯s ∪C `eṡfi˚t `é›v˘i`d`e›m‹m`e›n˚t ˚u‹nffl ˚i`d`é´a˜l `qfi˚u˚iffl ”n`e `c´o“n˚tˇi`e›n˚t
¯p`a¯s u, `d`o“n`c ∪C ∈ F . O”nffl `eṡfi˚t `d`a‹n¯s ˜l„˛h‹yṗ`o˘t‚h`èṡfi`eṡ `d˚uffl ˜l´e›m‹m`e `d`e Z`o˘r‹nffl ; ˚i˜l
`e›xˇi¯sfi˚t´e `d`o“n`c ˚u‹nffl ˚i`d`é´a˜l J ∈ F ”m`a‹xˇi‹m`a˜l ¯p`a˚rffl ˚r`a¯p¯p`o˘r˚t `àffl ˜l„˚i‹n`c¨lˇu¯sfi˚i`o“nffl. I˜l `eṡfi˚t
”n`é´c´eṡfi¯sfi`a˚i˚r`e›m`e›n˚t ”m`a‹xˇi‹m`a˜l `d`a‹n¯s A.

1.5 A˜l´g´è¨b˘r`eṡ `c´o“m‹m˚u˚t´a˚tˇi‹vfleṡ
1.5.1 I`d`é´a˚u‹x ”m`a‹xˇi‹m`a˚u‹x `eˇt ˜l´e ¯sfi¯p`e´cˇtˇr`e

S̀o˘i˚t A ˚u‹n`e A`dB `c´o“m‹m˚u˚t´a˚tˇi‹vfle.

P̊r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl 1.5.1. S̊iffl I ⊂ A `eṡfi˚t ˚u‹nffl ˚i`d`é´a˜l ”m`a‹xˇi‹m`a˜l ”m`oˆd˚u˜l´a˚i˚r`e, `a˜l´o˘r¯s
A/I `eṡfi˚t ˚i¯sfi`o“m`o˘r¯p˛h`e `àffl C.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. Ǹo˘t´o“n¯s B = A/I. S̀o˘i˚t b = a + I ∈ B. S’˚i˜l ”nffl’`eṡfi˚t ¯p`a¯s
˚i‹n‹vfleˇr¯sfi˚i˜b˝l´e `a˜l´o˘r¯s ˜l„˚i`d`é´a˜l bB = Bb `eṡfi˚t ¯p˚r`op̧˚r`e `c´a˚rffl ˚i˜l ”n`e `c´o“n˚tˇi`e›n˚t ¯p`a¯s 1
”m`a˚i¯s 0 6= b ∈ bB. S̀o“nffl ˚i‹m`a`g´e ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi`e J ¯sfi`o˘u¯s ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl `qfi˚u`o˘tˇi`e›n˚t `eṡfi˚t
˚u‹nffl ˚i`d`é´a˜l `d`a‹n¯s A `c´o“n˚t´e›n`a‹n˚t I ; ˚i˜l `eṡfi˚t ¯p˚r`op̧˚r`e ”m`a˚i¯s ˚i‹n`é´g´a˜l `àffl I `c´e `qfi˚u˚iffl `eṡfi˚t
˚u‹n`e `c´o“n˚tˇr`a`d˚i`cˇtˇi`o“nffl.

P̀a˚rffl ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e `d`e G´e¨l¨f´a‹n`dffl-M`a˚zˇu˚rffl, `o“nffl `c´o“n`c¨lˇu˚t ”m`a˚i‹n˚t´e›n`a‹n˚t `qfi˚u`e
A/I ' C.

O”nffl ¯p`eˇu˚t `d`o“n`c `c´o“n¯sfi˚i`d`éˇr`eˇrffl ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl `qfi˚u`o˘tˇi`e›n˚t ϕ : A→ A/C `c´o“m‹m`e
`éˇt´a‹n˚t `d`e A `d`a‹n¯s C, `eˇt `c’`eṡfi˚t ˚u‹nffl ˛h`o“m`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e.

(˜fˇi‹nffl `d˚uffl `c´o˘u˚r¯s 2)
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D`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl 1.5.2. U”nffl `c´a˚r`a`cˇt´èˇr`e `dffl’˚u‹n`e A`dB A `eṡfi˚t ˚u‹nffl ˛h`o“m`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e
”n`o“nffl-”n˚u˜l `d`e A `d`a‹n¯s C. L’`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `d`e ˚t´o˘u¯s ˜l´eṡ `c´a˚r`a`cˇt´èˇr`eṡ `eṡfi˚t ”n`o˘t´é Ω(A)

`eˇt `a¯p¯p`e¨l´é ˜l´e ¯sfi¯p`e´cˇtˇr`e `d`e A.
C`o˘r`o˝l¨l´a˚i˚r`e 1.5.3. T`o˘u˚t ˚i`d`é´a˜l ”m`a‹xˇi‹m`a˜l ”m`oˆd˚u˜l´a˚i˚r`e `dffl’˚u‹n`e A`dB `c´o“m‹m˚uffl-
˚t´a˚tˇi‹vfle `eṡfi˚t ˜l´e ”n`o“y´a˚uffl `dffl’˚u‹nffl `c´a˚r`a`cˇt´èˇr`e. L`affl `c´o˘r˚r`eṡfi¯p`o“n`d`a‹n`c´e I 7→ ϕI `eṡfi˚t ˚u‹n`e
˜b˘i¯j´e´cˇtˇi`o“nffl `e›n˚tˇr`e ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `d`eṡ ˚i`d`é´a˚u‹x ”m`a‹xˇi‹m`a˚u‹x ”m`oˆd˚u˜l´a˚i˚r`eṡ `eˇt Ω(A).

S̊iffl A `eṡfi˚t ˚u‹n˚i˜f´èˇr`e, `a˜l´o˘r¯s ˚t´o˘u˚t ˚i`d`é´a˜l ”m`a‹xˇi‹m`a˜l `eṡfi˚t ”m`oˆd˚u˜l´a˚i˚r`e `eˇt Ω(A)

¯sfi`e `d`é´cˇr˚i˚t `c´o“m‹m`e ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `d`eṡ ˚i`d`é´a˚u‹x ”m`a‹xˇi‹m`a˚u‹x. C`eˇt `e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `eṡfi˚t
”n`o“nffl-”v˘i`d`e : ˜l„˚i`d`é´a˜l {0} `eṡfi˚t `c´o“n˚t´e›n˚uffl `d`a‹n¯s ˚u‹nffl ˚i`d`é´a˜l ”m`a‹xˇi‹m`a˜l.
R`e›m`a˚r`qfi˚u`e 1.5.4. S̀a‹n¯s ˚u‹n˚i˚t´é, ˜l´e ¯sfi¯p`e´cˇtˇr`e ¯p`eˇu˚t `êˇtˇr`e ”v˘i`d`e : `o“nffl `d`é¨fˇi‹n˚i˚t

˚u‹n`e ”m˚u˜lˇtˇi¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ”n˚u˜l¨l´e ¯sfi˚u˚rffl A ”n`o“nffl ”n˚u˜l¨l´e, `a˜l´o˘r¯s ¯sfi˚iffl χ `eṡfi˚t ˚u‹nffl ˛h`o“m`o“m`o˘rffl-
¯p˛h˚i¯sfi‹m`e `d`e A `d`a‹n¯s C, `o“nffl `affl χ(a)2 = χ(a2) = 0 ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t a ∈ A ; ˜l´affl ¯sfi`eˇu˜l´e
¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˘i˜lˇi˚t´é `eṡfi˚t χ ≡ 0.
P̊r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl 1.5.5. S̀o˘i˚t A ˚u‹n˚i˜f´èˇr`e, `a˜l´o˘r¯s χ(1) = 1 ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t χ ∈ Ω(A).
D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. I˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e a ∈ A ˚t´e¨l `qfi˚u`e χ(a) 6= 0 ; `a˜l´o˘r¯s χ(1)χ(a) = χ(a)

`dffl’`o˘ùffl χ(1) = 1.

P̊r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl 1.5.6. S̀o˘i˚t A ”n`o“nffl-˚u‹n˚i˜f´èˇr`e. A˜l´o˘r¯s Ω(Ã) = Ω(A)∪{χ∞} `o˘ùffl
χ∞|A = 0 `eˇt χ∞(1) = 1.
D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. O”nffl ”vfléˇr˚i˜fˇi`e `dffl’`a˜bˆo˘r`dffl `qfi˚u`e χ∞ `eṡfi˚t ˜b˘i`e›nffl ˚u‹nffl `c´a˚r`a`cˇt´èˇr`e :
χ∞(a + λ) = λ `d`o“n`c `c’`eṡfi˚t ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl `qfi˚u`o˘tˇi`e›n˚t Ã → Ã/A ' C, `qfi˚u˚iffl `eṡfi˚t
˚u‹nffl ˛h`o“m`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e `c´a˚rffl A `eṡfi˚t ˚u‹nffl ˚i`d`é´a˜l `d`a‹n¯s Ã.

O”nffl ¯p`eˇu˚t ¯p˚r`o˝l´o“n`g´eˇrffl ˚t´o˘u˚t `c´a˚r`a`cˇt´èˇr`e χ ∈ Ω(A) `àffl Ã `e›nffl ¯p`oşfi`a‹n˚t χ̃(a+λ) =

χ(a)+λ ; ˚u‹nffl `c´a˜l´cˇu˜l ¯sfi˚i‹m¯p˜l´e ”m`o“n˚tˇr`e `qfi˚u`e `c’`eṡfi˚t ˜b˘i`e›nffl ˚u‹nffl `c´a˚r`a`cˇt´èˇr`e. L’`a¯p¯p˜lˇiffl-
`c´a˚tˇi`o“nffl χ 7→ χ̃, Ω(A)→ Ω(Ã) `eṡfi˚t `é›v˘i`d`e›m‹m`e›n˚t ˚i‹n¯j´e´cˇtˇi‹vfle. R`é´cˇi¯p˚r`oˆqfi˚u`e›m`e›n˚t,
¯sfi˚iffl ϕ ∈ Ω(Ã), `a˜l´o˘r¯s ˚i˜l `eṡfi˚t `d`éˇt´eˇr‹m˚i‹n`é ¯p`a˚rffl χ = ϕ|A `c´a˚rffl ϕ(1) = 1 ; `e›nffl ¯p˜lˇu¯s,
`c´eˇtˇt´e ˚r`eṡfi˚tˇr˚i`cˇtˇi`o“nffl `eṡfi˚t ˚u‹nffl ˛h`o“m`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e `d`e A `d`a‹n¯s C. S’˚i˜l `eṡfi˚t ”n`o“nffl-”n˚u˜l
`a˜l´o˘r¯s ϕ = χ̃ ; ¯s’˚i˜l `eṡfi˚t ”n˚u˜l `a˜l´o˘r¯s ϕ = χ∞.

P̊r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl 1.5.7. S̀o˘i˚t K ˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`qfi˚u`e `c´o“m¯p`a`cˇt `eˇt A = C(K)

(`a‹vfle´c ˜l´affl ”n`o˘r‹m`e ˚u‹n˚i˜f´o˘r‹m`e `eˇt ˜l´affl ”m˚u˜lˇtˇi¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ¯p`o“n`cˇtˇu`e¨l¨l´e). A˜l´o˘r¯s Ω(K)

¯s’˚i`d`e›n˚tˇi˜fˇi`e `àffl K ¯p`a˚rffl ˜l´affl `c´o˘r˚r`eṡfi¯p`o“n`d`a‹n`c´e χx(f) = f(x), x ∈ K , f ∈ A.
D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x ∈ K ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl χx `eṡfi˚t ˜b˘i`e›nffl ˚u‹nffl `c´a˚r`a`cˇt´èˇr`e
”n`o“nffl-”n˚u˜l.

S̀o˘i˚t ”m`a˚i‹n˚t´e›n`a‹n˚t I ⊂ A ˚u‹nffl ˚i`d`é´a˜l. S̊iffl ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x ∈ K ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e fx ∈ I
`qfi˚u˚iffl ”n`e ¯s’`a‹n‹n˚u˜l´e ¯p`a¯s `e›nffl x, `a˜l´o˘r¯s fx ”n`e ¯s’`a‹n‹n˚u˜l´e ¯p`a¯s ¯sfi˚u˚rffl ˚u‹nffl `o˘u‹vfleˇr˚t

8



Vx `c´o“n˚t´e›n`a‹n˚t x ; `o“nffl `c‚h`o˘i¯sfi˚i˚t ˚u‹nffl ˚r`e´c´o˘u‹v˘r`e›m`e›n˚t ˜fˇi‹n˚iffl {Vxi
: i = 1, . . . , n}

`d`e K , `a˜l´o˘r¯s ˜l´affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl f =
∑n
i=1 |fxi

|2 `eṡfi˚t `d`a‹n¯s I `eˇt ”n`e ¯s’`a‹n‹n˚u˜l´e ¯p`a¯s
¯sfi˚u˚rffl K. I˜l `e›nffl ¯sfi˚u˚i˚t `qfi˚u`e 1 = f · 1

f
∈ I `eˇt `a˜l´o˘r¯s I = A. T`o˘u˚t ˚i`d`é´a˜l ¯p˚r`op̧˚r`e

I `d`o˘i˚t `a‹vˆo˘i˚rffl `a˜l´o˘r¯s ˚u‹nffl ˚z´éˇr`o `c´o“m‹m˚u‹nffl x ∈ K , `eˇt I ⊂ kerχx. M`a˚i¯s ¯sfi˚iffl I
`eṡfi˚t ”m`a‹xˇi‹m`a˜l `a˜l´o˘r¯s I = χx ; ”n`o˘u¯s `a‹vˆo“n¯s ”m`o“n˚tˇr`é `qfi˚u`e ˜l´affl `c´o˘r˚r`eṡfi¯p`o“n`d`a‹n`c´e
x 7→ χx `eṡfi˚t ˜b˘i`e›nffl ˜b˘i¯j´e´cˇtˇi‹vfle.

C`o˘r`o˝l¨l´a˚i˚r`e 1.5.8. S̀o˘i˚t X ˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e ˜l´oˆc´a˜l´e›m`e›n˚t `c´o“m¯p`a`cˇt. O”nffl ¯sfi`a˚i˚t
`qfi˚uffl’`o“nffl ¯p`eˇu˚t ˜l´e `c´o“m¯p`a`cˇtˇi˜fˇi`eˇrffl `e›nffl `a¯j´o˘u˚t´a‹n˚t ˚u‹nffl ¯p`o˘i‹n˚t, X̃ = X ∪ {∞} `eṡfi˚t
˜l´e `c´o“m¯p`a`cˇtˇi˜fˇi`é `dffl’A˜l´e›x´a‹n`d˚r`o˝f¨f. T`o˘u˚t´e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e f ¯sfi˚u˚rffl X̃ `affl ˜l´affl
˜f´o˘r‹m`e f = f0 +f(∞)1 `o˘ùffl 1 `eṡfi˚t ˚u‹n`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl `c´o“n¯sfi˚t´a‹n˚t´e 1, `eˇt f0(∞) = 0 ;
˜l´affl ˚r`eṡfi˚tˇr˚i`cˇtˇi`o“nffl `d`e f0 ¯sfi˚u˚rffl X `eṡfi˚t `d`a‹n¯s C0(X). S̊iffl `o“nffl ”n`o˘t´e A = C0(X),
`o“nffl ¯p`eˇu˚t ˚i`d`e›n˚tˇi˜fˇi`eˇrffl `a˜l´o˘r¯s C(X̃) `a‹vfle´c Ã. (L’˚i¯sfi`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e ”n`a˚tˇu˚r`e¨l ”nffl’`eṡfi˚t
¯p`a¯s ˚i¯sfi`o“m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e, ”m`a˚i¯s ˚i˜l ˜l„`eṡfi˚t ¯sfi˚u˚rffl A.) P̀a˚rffl ˜l´affl `d`eṡfi`cˇr˚i¯p˚tˇi`o“nffl ¯sfi˚iffl-`d`eṡfi¯sfi˚u¯s,
Ω(A) = X ∪ {χ∞} ' X̃. O”nffl `a˜f¨fˇi‹n`eˇr`affl ¯p˜lˇu¯s ˚t´a˚r`dffl `c´eˇtˇt´e ˚i`d`e›n˚tˇi˜fˇi`c´a˚tˇi`o“nffl `e›nffl
¯p˚r`e›n`a‹n˚t `e›nffl `c´o“m¯p˚t´e ˜l´eṡ ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`eṡ.

L’˚i‹m¯p`o˘r˚t´a‹n`c´e `d˚uffl ¯sfi¯p`e´cˇtˇr`e `eṡfi˚t `a¯p¯p˚u‹y´é ¯p`a˚rffl ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t :

T‚h`é´o˘r`è›m`e 1.5.9. S̀o˘i˚t A ˚u‹n`e A`dB `c´o“m‹m˚u˚t´a˚tˇi‹vfle.
? S̊iffl A `eṡfi˚t ˚u‹n˚i˜f´èˇr`e, `a˜l´o˘r¯s ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t a ∈ A

σ(a) = {χ(a) : χ ∈ Ω(A)};

`e›nffl ¯p`a˚r˚tˇi`cˇu˜lˇi`eˇrffl, a `eṡfi˚t ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi˚i˜b˝l´e ¯sfi¯sfi˚iffl χ(a) 6= 0 ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t χ ∈ Ω(A).
? S̊iffl A ”nffl’`affl ¯p`a¯s `dffl’˚u‹n˚i˚t´é, `a˜l´o˘r¯s ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t a ∈ A

σ(a) = {χ(a) : χ ∈ Ω(A)} ∪ {0}.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. S̊u¯p¯p`oşfi`o“n¯s `qfi˚u`e A `eṡfi˚t ˚u‹n˚i˜f´èˇr`e. O”nffl ¯sfi`a˚i˚t `qfi˚u`e ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t
λ ∈ C `o“nffl `affl σ(a−λ) = σ(a)−λ, `a˜l´o˘r¯s ˚i˜l ˜f´a˚u˚t ¯jˇu¯sfi˚t´e ”m`o“n˚tˇr`eˇrffl ˜l´affl `d`eˇu‹xˇi`è›m`e
`a¯sfi¯sfi`eˇr˚tˇi`o“nffl. S̊iffl a `eṡfi˚t ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi˚i˜b˝l´e, `a˜l´o˘r¯s χ(a)χ(a−1) = χ(1) = 1 ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t χ ∈
Ω(A), `d`o“n`c χ(a) 6= 0. R`é´cˇi¯p˚r`oˆqfi˚u`e›m`e›n˚t, ¯sfi˚iffl `a˚u`cˇu‹nffl `c´a˚r`a`cˇt´èˇr`e ”n`e ¯s’`a‹n‹n˚u˜l´e
¯sfi˚u˚rffl a, `a˜l´o˘r¯s ˜l„˚i`d`é´a˜l Aa = Aa `e›n`g´e›n`d˚r`é ¯p`a˚rffl a ”nffl’`eṡfi˚t `c´o“n˚t´e›n˚uffl `d`a‹n¯s `a˚u`cˇu‹nffl
˚i`d`é´a˜l ”m`a‹xˇi‹m`a˜l (`qfi˚u˚iffl ¯sfi`e `d`é´cˇr˚i‹vfle›n˚t `c´o“m‹m`e ˜l´eṡ ”n`o“y´a˚uffl `d`eṡ `c´a˚r`a`cˇt´èˇr`eṡ). O˚rffl,
(`e›nffl ¯p˚r`éṡfi`e›n`c´e `dffl’˚u‹n`e ˚u‹n˚i˚t´é) ˚t´o˘u˚t ˚i`d`é´a˜l ¯p˚r`op̧˚r`e `eṡfi˚t `c´o“n˚t´e›n˚uffl `d`a‹n¯s ˚u‹nffl ˚i`d`é´a˜l
”m`a‹xˇi‹m`a˜l, `d`o“n`c Aa = A. I˜l `e›nffl ¯sfi˚u˚i˚t `qfi˚u`e a `eṡfi˚t ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi˚i˜b˝l´e.

S̀o˘i˚t ”m`a˚i‹n˚t´e›n`a‹n˚t A ”n`o“nffl-˚u‹n˚i˜f´èˇr`e. P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t a ∈ A ˜l´e ¯sfi¯p`e´cˇtˇr`e `eṡfi˚t σ(a) =

σÃ(a) = {χ(a) : χ ∈ Ω(Ã)}. C’`eṡfi˚t `e›x´a`cˇt´e›m`e›n˚t {χ(a) : χ ∈ Ω(A)} ∪ {0} `c´a˚rffl
χ∞(a) = 0.
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C`o˘r`o˝l¨l´a˚i˚r`e 1.5.10. P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t χ ∈ Ω(A) `o“nffl `affl ‖χ‖ 6 1.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. P̀o˘u˚rffl `c‚h`a`qfi˚u`e a ∈ A `eˇt χ ∈ Ω(A) ”n`o˘u¯s `a‹vˆo“n¯s χ(a) ∈ σ(a),
`d`o“n`c |χ(a)| 6 ρ(a) 6 ‖a‖.

1.5.2 L`affl ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`e ¯sfi˚u˚rffl ˜l´e ¯sfi¯p`e´cˇtˇr`e. L`affl ˚tˇr`a‹n¯sfi˜f´o˘r‹m`é´e
`d`e G´e¨l¨f´a‹n`dffl

D`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl 1.5.11. P̀a˚rffl ˜l´e ¯p˚r`é´c´é´d`e›n˚t, Ω(A) `eṡfi˚t `c´o“n˚t´e›n˚uffl `d`a‹n¯s ˜l´affl ˜bˆo˘u˜l´e
˚u‹n˚i˚t´é `d`e ˜l„`eṡfi¯p`a`c´e `d˚u`a˜l A∗. O”nffl ”m˚u‹n˚iffl Ω(A) `d`e ˜l´affl ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`e ˚i‹n`d˚u˚i˚t´e ¯p`a˚rffl
˜l´affl ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`e ˜f´a˚i˜b˝l´e `d`e A∗.

(˜fˇi‹nffl `d˚uffl `c´o˘u˚r¯s 3)

P̊r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl 1.5.12. Ω(A) `eṡfi˚t ˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e ¯sfi`éṗ`a˚r`é ˜l´oˆc´a˜l´e›m`e›n˚t `c´o“m¯p`a`cˇt ;
¯sfi˚iffl A `eṡfi˚t ˚u‹n˚i˜f´èˇr`e, ˚i˜l `eṡfi˚t `c´o“m¯p`a`cˇt. S̊iffl A `eṡfi˚t ”n`o“nffl-˚u‹n˚i˜f´èˇr`e, Ω(Ã) `eṡfi˚t ˜l´e
`c´o“m¯p`a`cˇtˇi˜fˇi`é `dffl’A˜l´e›x´a‹n`d˚r`o˝f¨f `d`e Ω(A).

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. L`affl ¯sfi`éṗ`a˚r`a˚tˇi`o“nffl ¯sfi˚u˚i˚t `d`e `c´e¨l¨l´e `d`e A∗ `e›nffl ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`e ˜f´a˚i˜b˝l´e.
P̀a˚rffl ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e `d`e B`a‹n`a`c‚hffl-A˜l´a`oˆg¨lˇuffl, ˜l´affl ˜bˆo˘u˜l´e ˚u‹n˚i˚t´é B `d`e A∗ `eṡfi˚t ˜f´a˚iffl-
˜b˝l´e›m`e›n˚t `c´o“m¯p`a`cˇt´e ; ”m`o“n˚tˇr`o“n¯s `qfi˚u`e Ω(A) `eṡfi˚t ˜f´eˇr‹m`é `d`a‹n¯s `c´eˇtˇt´e ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`e.
S̀o˘i˚t ϕ ∈ B `d`a‹n¯s ¯sfi`o“nffl `a`d˛h`éˇr`e›n`c´e ; ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t a, b ∈ A `eˇt ˚t´o˘u˚t ε > 0 `o“nffl
¯p`eˇu˚t `c‚h`o˘i¯sfi˚i˚rffl `a˜l´o˘r¯s ϕ ∈ Ω(A) ˚t´e¨l `qfi˚u`e |ϕ(a)− χ(a)| < ε, |ϕ(b)− χ(b)| < ε `eˇt
|ϕ(ab)− χ(ab)| < ε. O”nffl ”m`a¯j´o˘r`e `e›n¯sfi˚u˚i˚t´e

|ϕ(ab)−ϕ(a)ϕ(b)| 6 |ϕ(ab)−χ(ab)|+|χ(a)
(
χ(b)−ϕ(b)

)
|+|
(
χ(a)−ϕ(a)

)
ϕ(b)| < 3ε,

`c´e `qfi˚u˚iffl ¯p`eˇr‹m`eˇt `d`e `c´o“n`c¨lˇu˚r`e ˜f´a`cˇi˜l´e›m`e›n˚t `qfi˚u`e ϕ `eṡfi˚t ˚u‹nffl ˛h`o“m`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e.
D`a‹n¯s ˜l´e `c´a¯s `g´é›n`éˇr`a˜l, `o“nffl ¯p`eˇu˚t `o˝b˘t´e›n˚i˚rffl ϕ = 0, `o“nffl `affl ”m`o“n˚tˇr`é `a˜l´o˘r¯s `qfi˚u`e
Ω(A) ∪ {0} `eṡfi˚t `c´o“m¯p`a`cˇt. S̊iffl A `eṡfi˚t ˚u‹n˚i˜f´èˇr`e, Ω(A) `eṡfi˚t `e›nffl ¯p˜lˇu¯s `c´o“n˚t´e›n˚uffl
`d`a‹n¯s ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e ˜f´a˚i˜b˝l´e›m`e›n˚t ˜f´eˇr‹m`é {ϕ : ϕ(1) = 1}, `d`o“n`c Ω(A) `eṡfi˚t `c´o“m¯p`a`cˇt
˜lˇu˚iffl-”m`ê›m`e.

S̊iffl A `eṡfi˚t ”n`o“nffl-˚u‹n˚i˜f´èˇr`e, `a˜l´o˘r¯s ˚t´o˘u˚t χ ∈ Ω(A) `a`d‹m`eˇt ˚u‹nffl ¯p`o˘i‹n˚t a ∈ A ˚t´e¨l
`qfi˚u`e χ(a) 6= 0. L’`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e F = {ϕ ∈ B : |ϕ(a)| > |χ(a)|/2} `eṡfi˚t ˜f´eˇr‹m`é `d`a‹n¯s
B `d`o“n`c `c´o“m¯p`a`cˇt ; ˜l„˚i‹n˚t´eˇr¯sfi`e´cˇtˇi`o“nffl V = F ∩ Ω(A) `eṡfi˚t ˚u‹nffl ”vˆo˘i¯sfi˚i‹n`a`g´e `d`e χ,
”m`a˚i¯s `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl ˚i˜l `eṡfi˚t `c´o“m¯p`a`cˇt `c´a˚rffl 0 /∈ V `eˇt `d`o“n`c V = F ∩

(
Ω(A) ∪ {0}

) `eˇt
˜l´e `d`eˇr‹n˚i`eˇrffl `e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `eṡfi˚t `c´o“m¯p`a`cˇt. L’`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e Ω(A) `eṡfi˚t `d`o“n`c ˜l´oˆc´a˜l´e›m`e›n˚t
`c´o“m¯p`a`cˇt.

S̊iffl 0 ∈ Ω(A) (`c´e ”nffl’`eṡfi˚t ¯p`a¯s ˚t´o˘u¯j´o˘u˚r¯s ˜l´e `c´a¯s ”m`ê›m`e ¯sfi˚iffl A ”nffl’`affl ¯p`a¯s `dffl’˚u‹n˚i˚t´é,
¯p`a˚rffl `e›x´e›m¯p˜l´e ¯sfi˚iffl dimA < ∞), `a˜l´o˘r¯s ˜l´eṡ ”vˆo˘i¯sfi˚i‹n`a`g´eṡ `d`e 0 `d`a‹n¯s Ω(A) `o“n˚t
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¯p`o˘u˚rffl ˜bˆa¯sfi`e ˜l´affl ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e

Uε,a1,...,an
= {ϕ ∈ Ω(A) : |ϕ(ak)| < ε, k = 1, . . . , n}.

C`e ¯sfi`o“n˚t ˜l´eṡ `c´o“m¯p˜l´é›m`e›n˚tṡ `d`e ˜f´eˇr‹m`éṡ `d`a‹n¯s Ω(A) ∪ {0} `d`o“n`c `d`e `c´o“m¯p`a`cˇtṡ
(”n`e `c´o“n˚t´e›n`a‹n˚t ¯p`a¯s 0), `a˜l´o˘r¯s ˜l´affl ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`e `d`e Ω(A)∪{0} `eṡfi˚t ˜b˘i`e›nffl `c´e¨l¨l´e `d˚uffl
`c´o“m`op̧`a`cˇtˇi˜fˇi`é `dffl’A˜l´e›x´a‹n`d˚r`o˝f¨f.

E”x´e›m¯p˜l´e 1.5.13. V`o˘i`cˇiffl ˜l„˚u‹nffl `d`eṡ ¯p˚r`e›m˚i`eˇr¯s `e›x´e›m¯p˜l´eṡ ”n`o“n˚tˇr˚i‹v˘i`a˚u‹x `dffl’`a˜l-
`g´è¨b˘r`eṡ `d`e B`a‹n`a`c‚hffl, `d˚ûffl `àffl G´e¨l¨f´a‹n`dffl `eˇt R`a˚i˛k`o“v. S̀o˘i˚t (wn) ˚u‹n`e ¯sfi˚u˚i˚t´e `d`e
”n`o“m˜b˘r`eṡ ¯sfi˚tˇr˚i`cˇt´e›m`e›n˚t ¯p`oşfi˚i˚tˇi˜fṡ `eˇt

A = `1(Z, w) = {(xn)n∈Z : ‖x‖ =
∑
n

|xn|wn <∞}.

C’`eṡfi˚t ˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e `d`e B`a‹n`a`c‚hffl ˚i¯sfi`o“m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e›m`e›n˚t ˚i¯sfi`o“m`o˘r¯p˛h`e `àffl `1(Z). O”nffl ”vˆaffl
˜l´e `c´o“n¯sfi˚i`d`éˇr`eˇrffl `a‹vfle´c ˜l´affl `c´o“n‹vˆo˝lˇu˚tˇi`o“nffl : (x∗y)n =

∑
m xmyn−m. P̀o˘u˚rffl `qfi˚uffl’`e¨l¨l´e

¯sfi`o˘i˚t ˜b˘i`e›nffl `d`é¨fˇi‹n˚i`e, ˚i˜l ˜f´a˚u˚t `qfi˚u`e wn+m 6 wnwm ; `d`a‹n¯s `c´e `c´a¯s

‖xy‖ 6
∑
n,m

wn|xmyn−m| 6
∑
m

wm|xm|
(∑

n

wn−m|yn−m|
)

= ‖x‖ ‖y‖.

L’`a˜l´g´è¨b˘r`e A ¯p`oşfi¯sfi`è´d`e ˜l„˚u‹n˚i˚t´é e `àffl `c´oˆo˘r`d`o“n‹n`é´eṡ e0 = 1, en = 0 ¯sfi˚iffl n 6= 0.
C‚h`eˇr`c‚h`o“n¯s ”m`a˚i‹n˚t´e›n`a‹n˚t ¯sfi`o“nffl ¯sfi¯p`e´cˇtˇr`e. O”nffl ¯p`eˇu˚t ”n`o˘t´eˇrffl en ˜l´affl ¯sfi˚u˚i˚t´e `àffl

`c´oˆo˘r`d`o“n‹n`é´eṡ 1 `àffl ˜l´affl ¯p˜l´a`c´e n `eˇt 0 ¯sfi˚i‹n`o“nffl ; ˜l´eˇu˚rffl `c´o“n‹vˆo˝lˇu˚tˇi`o“n¯s ¯sfi`o“n˚t en∗em =

en+m, `eˇt ˜l´eˇu˚rffl `e›n‹vfle¨l´op̧¯p`e ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e `eṡfi˚t `d`e›n¯sfi`e `d`a‹n¯s A. T`o˘u˚t `c´a˚r`a`cˇt´èˇr`e χ `eṡfi˚t
`d`éˇt´eˇr‹m˚i‹n`é `a˜l´o˘r¯s ¯p`a˚rffl ¯sfi`affl ”vˆa˜l´eˇu˚rffl ¯sfi˚u˚rffl en, `qfi˚u˚iffl `eṡfi˚t χ(e1)n. Ǹo˘t´o“n¯s z = χ(e1).
C`e¨l´affl `d`o“n‹n`e ˚u‹n`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n‹n`e¨l¨l´e ˜bˆo˘r‹n`é´e — `eˇt `o“nffl ¯sfi`a˚i˚t `qfi˚u`e ˜l´affl ”n`o˘r‹m`e `d`e ˚t´o˘u˚t
`c´a˚r`a`cˇt´èˇr`e `eṡfi˚t 1 — ¯sfi¯sfi˚iffl ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x `o“nffl ¯p`eˇu˚t ”m`a¯j´o˘r`eˇrffl

|χ(x)| = |
∑
n

xnz
n| 6

∑
n

|xn|wn,

`a˜l´o˘r¯s ¯sfi¯sfi˚iffl |zn| 6 wn ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t n (`e›nffl ¯p`oşfi`a‹n˚t x = en), `o˘uffl `e›n`c´o˘r`e |z| 6 w
1/n
n

¯p`o˘u˚rffl n ¯p`oşfi˚i˚tˇi˜f `eˇt |z| > w
1/n
n ¯p`o˘u˚rffl n ”n`é´g´a˚tˇi˜f. E”nffl ¯p`a˚r˚tˇi`cˇu˜lˇi`eˇrffl, ¯sfi˚iffl wn = 1

¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t n `c´o“m‹m`e `d`a‹n¯s ˜l´e `c´a¯s `c¨l´a¯sfi¯sfi˚i`qfi˚u`e `d`e `1, `a˜l´o˘r¯s ˜l´affl `c´o“n`d˚i˚tˇi`o“nffl `eṡfi˚t
|z| = 1.

E”nffl `g´é›n`éˇr`a˜l, ˜l´affl ¯sfi`o˘u¯s-”m˚u˜lˇtˇi¯p˜lˇi`c´a˚tˇi‹v˘i˚t´é `d`e w ˚i‹m¯p˜lˇi`qfi˚u`e `qfi˚u`e r+ = lim
n→+∞

w
1/n
n

`eˇt r− = lim
n→−∞

w
1/n
n ¯sfi`o“n˚t ˜fˇi‹n˚i`eṡ. T`o˘u˚t z ”vfléˇr˚i˜fˇi`e `a˜l´o˘r¯s ˜l´eṡ ˚i‹n`é´g´a˜lˇi˚t´éṡ `cˇiffl-

`d`eṡfi¯sfi˚u¯s ¯sfi¯sfi˚iffl r− 6 |z| 6 r+. C’`eṡfi˚t ˚u‹nffl `a‹n‹n`e´a˚uffl `d`a‹n¯s C, `qfi˚u˚iffl ¯p`eˇu˚t `êˇtˇr`e ”n`o“nffl-
˚tˇr˚i‹v˘i`a˜l `o˘uffl ˜b˘i`e›nffl ¯sfi`e ˚r`é´d˚u˚i˚r`e `àffl ˚u‹nffl `c´eˇr`c¨l´e.

P̀o˘u˚rffl `1, `o“nffl `o˝b˘tˇi`e›n˚t ˚u‹nffl ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t (`d`é›m`o“n˚tˇr`é ˚i‹n˚i˚tˇi`a˜l´e›m`e›n˚t ¯p`a˚rffl
N. W˚i`e›n`eˇrffl ¯p`a˚rffl `d`eṡ ”m`éˇt‚h`oˆd`eṡ ˜bfle´a˚u`c´o˘u¯pffl ¯p˜lˇu¯s `c´o“m¯p˜lˇi`qfi˚u`é´eṡ) : ¯sfi˚iffl f ∈ C(T)
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`affl ˜l´affl ¯sfi`éˇr˚i`e `d`e F̀o˘u˚r˚i`eˇrffl ”n`o˘r‹m`a˜l´e›m`e›n˚t `c´o“n‹vfleˇr`g´e›n˚t´e `eˇt ”n`e ¯s’`a‹n‹n˚u˜l´e ¯p`a¯s,
`a˜l´o˘r¯s ˜l´affl ¯sfi`éˇr˚i`e `d`e F̀o˘u˚r˚i`eˇrffl `d`e 1/f `eṡfi˚t ”n`o˘r‹m`a˜l´e›m`e›n˚t `c´o“n‹vfleˇr`g´e›n˚t´e `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl.

(˜fˇi‹nffl `d˚uffl `c´o˘u˚r¯s 4)

R`e›m`a˚r`qfi˚u`e 1.5.14. R`e›vfle›n`o“n¯s `àffl ˜l„`e›x´e›m¯p˜l´e 1.5.7 `d`e ˜l„`a˜l´g´è¨b˘r`e C(K).
O”nffl `affl ”v˘uffl `qfi˚u`e ¯sfi`eṡ `c´a˚r`a`cˇt´èˇr`eṡ ¯sfi`o“n˚t ˜l´eṡ `é›vˆa˜lˇu`a˚tˇi`o“n¯s `a˚u‹x ¯p`o˘i‹n˚tṡ `d`e K.
S̀o˘i˚t τ ˜l´affl ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`e ˚i‹n˚i˚tˇi`a˜l´e `d`e K ; `qfi˚u`e¨l¨l´e `eṡfi˚t ˜l´affl ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`e τ ′ ˚i‹n`d˚u˚i˚t´e ¯p`a˚rffl
˜l„˚i`d`e›n˚tˇi˜fˇi`c´a˚tˇi`o“nffl `a‹vfle´c Ω(A) ? P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t f ∈ A `eˇt ˚t´o˘u˚t `o˘u‹vfleˇr˚t U ⊂ C

˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e f−1(U) `eṡfi˚t `o˘u‹vfleˇr˚t `d`a‹n¯s ˚t´o˘u˚t´eṡ ˜l´eṡ `d`eˇu‹x ; ¯p`o˘u˚rffl τ ′, ˚i˜l ˜f´a˚u˚t
˚r`e›m`a˚r`qfi˚u`eˇrffl `qfi˚u`e f(x) = χx(f) `d`o“n`c `c’`eṡfi˚t ˜l„˚u‹n`e `d`eṡ ¯sfi`e›m˚i‹n`o˘r‹m`eṡ `d`é¨fˇi‹n˚i¯sfi¯sfi`a‹n˚t
˜l´affl ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`e ˜f´a˚i˜b˝l´e. C`eˇtˇt´e `o˝bşfi`eˇr‹vˆa˚tˇi`o“nffl `eṡfi˚t ¯sfi˚u˜f¨fˇi¯sfi`a‹n˚t´e ¯p`o˘u˚rffl `c´o“n`c¨lˇu˚r`e `qfi˚u`e
˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ˚i`d`e›n˚tˇi˚t´é `d`e (K, τ) `d`a‹n¯s (K, τ ′) `eṡfi˚t `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e, `c´a˚rffl τ ′ `eṡfi˚t
`e›n`g´e›n`d˚r`é´e ¯p`a˚rffl `c´eṡ ¯sfi`e›m˚i‹n`o˘r‹m`eṡ. O”nffl `affl `d`o“n`c `e›n`c´o˘r`e ˚u‹n`e ˜f´o˘i¯s ˚u‹n`e ˜b˘i¯j´e´cˇtˇi`o“nffl
`c´o“n˚tˇi‹n˚u`e `e›n˚tˇr`e `d`eˇu‹x `c´o“m¯p`a`cˇtṡ, `c´e `qfi˚u˚iffl ˚i‹m¯p˜lˇi`qfi˚u`e `qfi˚u`e τ = τ ′.

S̊iffl X `eṡfi˚t ˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e ˜l´oˆc´a˜l´e›m`e›n˚t `c´o“m¯p`a`cˇt `eˇt A = C0(X), `a˜l´o˘r¯s Ã

`eṡfi˚t ˚i¯sfi`o“m`o˘r¯p˛h`e C(X̃) `o˘ùffl X̃ `eṡfi˚t ˜l´e `c´o“m¯p`a`cˇtˇi˜fˇi`é `dffl’A˜l´e›x´a‹n`d˚r`o˝f¨f `d`e X. S̀o“nffl
¯sfi¯p`e´cˇtˇr`e Ω(Ã) `eṡfi˚t ˛h`o“m`é´o“m`o˘r¯p˛h`e `àffl X̃ , ”m`a˚i¯s `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl `a˚uffl `c´o“m¯p`a`cˇtˇi˜fˇi`é `d`e Ω(A),
`a‹vfle´c ˜l´eṡ ¯p`o˘i‹n˚tṡ `dffl’˚i‹n˜fˇi‹n˚iffl `c´o˘r˚r`eṡfi¯p`o“n`d`a‹n˚tṡ, `dffl’`o˘ùffl Ω(A) `eṡfi˚t ˛h`o“m`é´o“m`o˘r¯p˛h`e `àffl
X.

E”x´eˇr`cˇi`c´e 1.5.15. S̀o˘i˚t A(D̄) ˜l„`a˜l´g´è¨b˘r`e `d`eṡ ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s ˛h`o˝l´o“m`o˘r¯p˛h`eṡ ¯sfi˚u˚rffl
D `eˇt `c´o“n˚tˇi‹n˚u`eṡ ¯sfi˚u˚rffl D̄, `a˜l´o˘r¯s ¯sfi`o“nffl ¯sfi¯p`e´cˇtˇr`e `eṡfi˚t D̄.

T‚h`é´o˘r`è›m`e 1.5.16. S̀o˘i˚t A ˚u‹n`e A`dB `c´o“m‹m˚u˚t´a˚tˇi‹vfle `eˇt Ω = Ω(A) ¯sfi`o“nffl
¯sfi¯p`e´cˇtˇr`e. A˜l´o˘r¯s :

? P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t a ∈ A, ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl â : x 7→ x(a) `d`é¨fˇi‹n˚i˚t ˚u‹n`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl
`c´o“n˚tˇi‹n˚u`e `d`e Ω `d`a‹n¯s C, `eˇt ‖â‖∞ = ρ(a) 6 ‖a‖ ;

? L’`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl a 7→ â `eṡfi˚t ˚u‹nffl ˛h`o“m`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e ;
? L’`eṡfi¯p`a`c´e Â = {â : a ∈ A} `eṡfi˚t ˚u‹n`e ¯sfi`o˘u¯s-`a˜l´g´è¨b˘r`e `d`e C0(Ω).

L’`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl a 7→ â `eṡfi˚t `a¯p¯p`e¨l´é´e ˜l´affl ˚tˇr`a‹n¯sfi˜f´o˘r‹m`é´e `d`e G´e¨l¨f´a‹n`dffl.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. E”nffl ˜l„`eṡfi¯sfi`e›n˚tˇi`e¨l, ˚t´o˘u˚t `eṡfi˚t `d`éj̇´àffl `d`é›m`o“n˚tˇr`é : â `eṡfi˚t `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e
¯p`a˚rffl ˜l´affl `d`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl `d`e ˜l´affl ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`e ˜f´a˚i˜b˝l´e, `e¨l¨l´e `eṡfi˚t ˜bˆo˘r‹n`é´e ¯p`a˚rffl ‖a‖ `c´a˚rffl
˜l´eṡ Ω `eṡfi˚t `c´o“n˚t´e›n˚uffl `d`a‹n¯s ˜l´affl ˜bˆo˘u˜l´e ˚u‹n˚i˚t´é `d`e A∗, `e›n¯sfi˚u˚tˇi`e âb(x) = â(x)̂b(x)

`c´a˚rffl x `eṡfi˚t ˚u‹nffl `c´a˚r`a`cˇt´èˇr`e, `eˇt `e›n˜fˇi‹nffl ¯sfi˚iffl Ω ”nffl’`eṡfi˚t ¯p`a¯s `c´o“m¯p`a`cˇt, `a˜l´o˘r¯s ¯p`o˘u˚rffl
˚t´o˘u˚t a ∈ A `eˇt ε > 0 ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e U = {χ ∈ Ω(A) ∪ {0} : |χ(a)| < ε} `eṡfi˚t ˚u‹nffl
”vˆo˘i¯sfi˚i‹n`a`g´e `o˘u‹vfleˇr˚t `d`e 0, `eˇt ¯sfi`o“nffl `c´o“m¯p˜l´é›m`e›n˚t K = Ω \ U `eṡfi˚t ˚u‹nffl `c´o“m¯p`a`cˇt
`d`a‹n¯s Ω (˛h`o˘r¯s ˜l´e´qfi˚u`e¨l |â| < ε).
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E”x´e›m¯p˜l´e 1.5.17. (˚u‹nffl `e›x´e›m¯p˜l´e ˚t›yṗ˚i`qfi˚u`e) A = L1(R) `affl ¯p`o˘u˚rffl ¯sfi¯p`e´cˇtˇr`e
R, `eˇt ˜l´affl ˚tˇr`a‹n¯sfi˜f´o˘r‹m`é´e `d`e G´e¨l¨f´a‹n`dffl `eṡfi˚t `e›x´a`cˇt´e›m`e›n˚t ˜l´affl ˚tˇr`a‹n¯sfi˜f´o˘r‹m`é´e `d`e
F̀o˘u˚r˚i`eˇrffl. S̀o“nffl ˚i‹m`a`g´e `eṡfi˚t `c´o“n˚t´e›n˚uffl ”m`a˚i¯s ”n`o“nffl `d`e›n¯sfi`e `d`a‹n¯s C0(R).

L`affl ˚tˇr`a‹n¯sfi˜f´o˘r‹m`é´e `d`e G´e¨l¨f´a‹n`dffl ”nffl’`eṡfi˚t ¯p`a¯s ˚t´o˘u¯j´o˘u˚r¯s ˚i‹n¯j´e´cˇtˇi‹vfle (`àffl ˚r`a¯p¯p`e¨l´eˇrffl
˜l„`a˜l´g´è¨b˘r`e `àffl ”m˚u˜lˇtˇi¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ”n˚u˜l¨l´e). L`e ”n`o“y´a˚uffl `d`e ˜l´affl ˚tˇr`a‹n¯sfi˜f´o˘r‹m`é´e `d`e G´e¨l¨f´a‹n`dffl
`eṡfi˚t `a¯p¯p`e¨l´é´e ˜l´e ˚r`a`d˚i`c´a˜l `d`e A. S̊iffl ˜l´e ˚r`a`d˚i`c´a˜l `eṡfi˚t ”n˚u˜l, A `eṡfi˚t `d˚i˚t´e ¯sfi`e›m˚i¯sfi˚i‹m¯p˜l´e.

D`a‹n¯s ˜l´affl ˚r`è´g¨l´e, ˜l´affl ˚tˇr`a‹n¯sfi˜f´o˘r‹m`é´e ”nffl’`eṡfi˚t ¯p`a¯s ¯sfi˚u˚r¯j´e´cˇtˇi‹vfle ”n`o“nffl ¯p˜lˇu¯s, `c´o“m‹m`e
˜l´e ”m`o“n˚tˇr`e ˜l„`e›x´e›m¯p˜l´e `d`e `1 → C(T).

E”x´eˇr`cˇi`c´e 1.5.18. S̀o˘i˚t T ∈Mn(C) ˚u‹n`e ”m`a˚tˇr˚i`c´e ”n˚i˜lṗ`o˘t´e›n˚t´e `eˇt A ˜l„`a˜l´g´è¨b˘r`e
˚u‹n˚i˜f´èˇr`e (`d`e `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl ˜fˇi‹n˚i`e) `e›n`g´e›n`d˚r`é´e ¯p`a˚rffl T , `a‹vfle´c ˜l´affl ”n`o˘r‹m`e ˚u¯sfi˚u`e¨l¨l´e
”m`a˚tˇr˚i`cˇi`e¨l¨l´e. A˜l´o˘r¯s ˜l´e ˚r`a`d˚i`c´a˜l `d`e A `eṡfi˚t ˜l„`e›n‹vfle¨l´op̧¯p`e ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e A1 `d`e {Tn :

n > 1}, `eˇt `d`o“n`c `d`e `c´o-`d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl 1 `d`a‹n¯s A.
P̊r`eˇu‹vfle : ¯sfi˚iffl χ `eṡfi˚t ˚u‹nffl `c´a˚r`a`cˇt´èˇr`e `a˜l´o˘r¯s (χ(T ))m = 0 `o˘ùffl m `eṡfi˚t ˚t´e¨l `qfi˚u`e

Tm = 0. I˜l `e›nffl ¯sfi˚u˚i˚t χ(T ) = 0, `d`o“n`c χ `eṡfi˚t ˚i`d`e›n˚tˇi`qfi˚u`e›m`e›n˚t ”n˚u˜l ¯sfi˚u˚rffl A1.
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C‚h`a¯p˚i˚tˇr`e 2

C∗-`a˜l´g´è¨b˘r`eṡ

2.1 D`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“n¯s, `e›x´e›m¯p˜l´eṡ
2.1.1 ∗-`a˜l´g´è¨b˘r`eṡ `eˇt C∗-`a˜l´g´è¨b˘r`eṡ

O”nffl `c´o“m‹m`e›n`c´e ¯p`a˚rffl ¯p`a˚r˜l´eˇrffl `d`e ˜l„˚i‹n‹vˆo˝lˇu˚tˇi`o“nffl :

D`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl 2.1.1. S̀o˘i˚t A ˚u‹n`e `a˜l´g´è¨b˘r`e `c´o“m¯p˜l´e›x´e. U”n`e ˚i‹n‹vˆo˝lˇu˚tˇi`o“nffl ¯sfi˚u˚rffl
A `eṡfi˚t ˚u‹n`e `a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl a 7→ a∗ ˚t´e¨l¨l´e `qfi˚u`e

? (λa)∗ = λ̄a∗ (`a‹n˚tˇi˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e) ;
? a∗∗ = a ;
? (ab)∗ = b∗a∗

¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t a, b ∈ A `eˇt λ ∈ C.
U”n`e `a˜l´g´è¨b˘r`e `d`e B`a‹n`a`c‚hffl `eṡfi˚t `d˚i˚t´e ˚u‹n`e ∗-`a˜l´g´è¨b˘r`e `d`e B`a‹n`a`c‚hffl ¯sfi˚iffl `e¨l¨l´e `eṡfi˚t

”m˚u‹n˚i`e `dffl’˚u‹n`e ˚i‹n‹vˆo˝lˇu˚tˇi`o“nffl ˚t´e¨l¨l´e `qfi˚u`e ‖a∗‖ = ‖a‖ `eˇt, `d`a‹n¯s ˜l´e `c´a¯s ˚u‹n˚i˜f´èˇr`e,
‖1‖ = 1.

E”x´e›m¯p˜l´e 2.1.2. 1. L`affl `c´o“n¯jˇu`g´a˚i¯sfi`o“nffl ¯sfi˚u˚rffl A = C `eṡfi˚t ˜l„`e›x´e›m¯p˜l´e ˜l´e
¯p˜lˇu¯s ¯sfi˚i‹m¯p˜l´e.

2. S̀o˘i˚t H ˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e `d`e H˚i˜l¨bfleˇr˚t, A = B(H) `eˇt a∗ ˜l„`op̧`éˇr`a˚t´eˇu˚rffl `a`d¯j´o˘i‹n˚t
`d`e a ∈ A. A˜l´o˘r¯s `c’`eṡfi˚t ˜b˘i`e›nffl ˚u‹n`e ˚i‹n‹vˆo˝lˇu˚tˇi`o“nffl.

3. S̊u˚rffl A = C(X) `eˇt ¯sfi`eṡ ¯sfi`o˘u¯s-`a˜l´g´è¨b˘r`eṡ `a˚u˚t´o-`c´o“n¯jˇu`gˇu`é´eṡ, ˜l´affl `c´o“n¯jˇu`g´a˚i¯sfi`o“nffl
`eṡfi˚t ˚u‹n`e ˚i‹n‹vˆo˝lˇu˚tˇi`o“nffl.

T`o˘u˚t´eṡ ¯sfi`eṡ `a˜l´g´è¨b˘r`eṡ ¯sfi`o“n˚t `d`eṡ ∗-`a˜l´g´è¨b˘r`eṡ `d`e B`a‹n`a`c‚hffl.

P̊r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl 2.1.3. S̊iffl A `eṡfi˚t ˚u‹n`e ∗-`a˜l´g´è¨b˘r`e, `a˜l´o˘r¯s ¯sfi`o“nffl ˚i‹n‹vˆo˝lˇu˚tˇi`o“nffl ¯sfi`e
¯p˚r`o˝l´o“n`g´e ¯sfi˚u˚rffl Ã `e›nffl ¯p`oşfi`a‹n˚t (a, λ)∗ = (a∗, λ̄). S̊iffl A `eṡfi˚t ˚u‹n`e ∗-`a˜l´g´è¨b˘r`e `d`e
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B`a‹n`a`c‚hffl, `a˜l´o˘r¯s Ã ˜l„`eṡfi˚t `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl `a‹vfle´c `c´e ¯p˚r`o˝l´o“n`g´e›m`e›n˚t. S̊iffl A `eˇt B ¯sfi`o“n˚t `d`eṡ
∗-`a˜l´g´è¨b˘r`eṡ `eˇt ϕ : A → B ˚u‹nffl ∗-˛h`o“m`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e, `a˜l´o˘r¯s ˚i˜l ¯sfi`e ¯p˚r`o˝l´o“n`g´e `àffl
˚u‹nffl ∗-˛h`o“m`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e `d`e Ã `d`a‹n¯s B̃ `e›nffl ¯p`oşfi`a‹n˚t ϕ(1) = 1.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. L`eṡ ¯p˚r`op̧˚r˚i`éˇt´éṡ ¯sfi`o“n˚t ˜f´a`cˇi˜l´eṡ `àffl ”vfléˇr˚i˜fˇi`eˇrffl.

D`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl 2.1.4. S̀o˘i˚t A ˚u‹n`e ∗-`a˜l´g´è¨b˘r`e. O”nffl `d˚i˚t `qfi˚uffl’˚u‹nffl `é¨l´é›m`e›n˚t a ∈ A
`eṡfi˚t

? `a˚u˚t´oˆa`d¯j´o˘i‹n˚t (`o˘uffl ˛h`eˇr‹m˚i˚tˇi`e›nffl) ¯sfi˚iffl a = a∗ ;
? ”n`o˘r‹m`a˜l ¯sfi˚iffl aa∗ = a∗a ;
? ˚u‹n˚i˚t´a˚i˚r`e ¯sfi˚iffl aa∗ = a∗a = 1 ;
? ˚u‹n`e ¯p˚r`oj̧´e´cˇtˇi`o“nffl ¯sfi˚iffl a = a∗ = a2.

E”x´eˇr`cˇi`c´e 2.1.5. S̀o˘i˚t H ˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e `d`e H˚i˜l¨bfleˇr˚t. M`o“n˚tˇr`eˇrffl `qfi˚u`e ˜l´affl ¯p˚r`o-
¯p˚r˚i`éˇt´é p = p∗ = p2 ¯p`o˘u˚rffl p ∈ B(H) `eṡfi˚t `é´qfi˚u˚i‹vˆa˜l´e›n˚t´e `àffl `c´e `qfi˚u`e p `eṡfi˚t ˜l´affl
¯p˚r`oj̧´e´cˇtˇi`o“nffl `o˘r˚t‚h`oˆg´o“n`a˜l´e ¯sfi˚u˚rffl ˚u‹nffl ¯sfi`o˘u¯s-`eṡfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l E ⊂ H.

D`a‹n¯s ˚u‹n`e ∗-`a˜l´g´è¨b˘r`e `d`e B`a‹n`a`c‚hffl, `o“nffl `affl ˚t´o˘u¯j´o˘u˚r¯s ‖a∗a‖ 6 ‖a‖2 ¯p`o˘u˚rffl
˚t´o˘u˚t a. L`e ˜f´a˚i˚t `dffl’`a‹vˆo˘i˚rffl ˜l„`é´g´a˜lˇi˚t´é `eṡfi˚t ˚tˇr`èṡ ˜f´o˘r˚t, `c´o“m‹m`e `o“nffl ˜l´e ”vfleˇr˚r`affl `d`a‹n¯s
˜l´affl ¯sfi˚u˚i˚t´e.

D`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl 2.1.6. U”n`e C∗-`a˜l´g´è¨b˘r`e `eṡfi˚t ˚u‹n`e ∗-`a˜l´g´è¨b˘r`e `d`e B`a‹n`a`c‚hffl A ˚t´e¨l¨l´e
`qfi˚u`e

‖a∗a‖ = ‖a‖2

¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t a ∈ A.

R`e›m`a˚r`qfi˚u`e 2.1.7. O”nffl ¯p`o˘u˚r˚r`a˚i˚t ˜l„`é´cˇr˚i˚r`e `a‹vfle´c aa∗ `àffl ˜l´affl ¯p˜l´a`c´e `eˇt `o˝b˘t´e›n˚i˚rffl
˜l´affl ”m`ê›m`e `c¨l´a¯sfi¯sfi`e `dffl’`a˜l´g´è¨b˘r`eṡ (¯p`oşfi`eˇrffl b = a∗ `eˇt ˚r`e›m`a˚r`qfi˚u`eˇrffl `qfi˚u`e ‖b‖ = ‖a‖).

E”x´e›m¯p˜l´e 2.1.8. ? Cb(X) ¯sfi˚u˚rffl ˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`qfi˚u`e X , C0(X)

¯sfi˚u˚rffl X ˜l´oˆc´a˜l´e›m`e›n˚t `c´o“m¯p`a`cˇt `o˘uffl C(K) ¯sfi˚u˚rffl K `c´o“m¯p`a`cˇt ;
? L∞(X) ¯sfi˚u˚rffl ˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e ”m`eṡfi˚u˚r`é (X,µ,F) ;
? B(H), ˜l„`a˜l´g´è¨b˘r`e `d`eṡ `op̧`éˇr`a˚t´eˇu˚r¯s `c´o“m¯p`a`cˇtṡ K(H).
? L’`a˜l´g´è¨b˘r`e L1(R) `a`d‹m`eˇt ˜l„˚i‹n‹vˆo˝lˇu˚tˇi`o“nffl ”n`a˚tˇu˚r`e¨l¨l´e

f∗(t) = f(−t),

”m`a˚i¯s `e¨l¨l´e ”nffl’`eṡfi˚t ¯p`a¯s ˚u‹n`e C∗-`a˜l´g´è¨b˘r`e `a‹vfle´c. L`affl ¯p˚r`eˇu‹vfle ¯sfi˚u˚i‹v˘r`affl `dffl’˚u‹nffl
˚t‚h`é´o˘r`è›m`e `àffl ”vfle›n˚i˚rffl.

(˜fˇi‹nffl `d˚uffl `c´o˘u˚r¯s 5)
É”n`o“n`ç´o“n¯s ˚u‹n`e ¯p˚r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl ¯sfi˚i‹m¯p˜l´e ”m`a˚i¯s ˚u˚tˇi˜l´e :
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P̊r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl 2.1.9. S̊iffl A `eṡfi˚t ˚u‹n`e C∗-`a˜l´g´è¨b˘r`e `eˇt B ⊂ A ˚u‹n`e ¯sfi`o˘u¯s-`a˜l´g´è¨b˘r`e
˜f´eˇr‹m`é´e `a˚u˚t´o-`a`d¯j´o˘i‹n˚t´e, `a˜l´o˘r¯s B `eṡfi˚t ˚u‹n`e C∗-`a˜l´g´è¨b˘r`e.

2.1.2 P̊r`op̧˚r˚i`éˇt´éṡ `d˚uffl ¯sfi¯p`e´cˇtˇr`e
S̀o˘i˚t A ˚u‹n`e ∗-`a˜l´g´è¨b˘r`e.

E”x´eˇr`cˇi`c´e 2.1.10. M`o“n˚tˇr`eˇrffl `qfi˚u`e
? σ(a∗) = σ(a) ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t a ∈ A ;
? σ(a−1) = {λ−1 : λ ∈ σ(a)} ¯p`o˘u˚rffl a ∈ A ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi˚i˜b˝l´e.

(P̀o˘u˚rffl ˜l´e `d`eˇu‹xˇi`è›m`e : a−λ = aλ(λ−1− a−1) = (λ−1− a−1)aλ, `d`o“n`c a−λ
`eˇt λ−1 − a−1 ¯sfi`o“n˚t ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi˚i˜b˝l´eṡ `o˘uffl ”n`o“nffl ¯sfi˚i‹m˚u˜lˇt´a‹n`é›m`e›n˚t.)

S̀o˘i˚t A ˚u‹n`e `a˜l´g´è¨b˘r`e `d`e B`a‹n`a`c‚hffl ˚u‹n˚i˜f´èˇr`e. O”nffl ¯p`eˇu˚t `d`é¨fˇi‹n˚i˚rffl ˜l„`e›xṗ`o“n`e›n˚tˇi`e¨l¨l´e
exp(a) = ea `d`e ˚t´o˘u˚t a ∈ A, `eˇt `o“nffl ¯sfi`a˚i˚t `qfi˚u`e ea+b = eaeb ¯sfi˚iffl a `eˇt b `c´o“m‹m˚u˚t´e›n˚t.

P̊r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl 2.1.11. σ(ea) ⊃ {eλ : λ ∈ σ(a)} ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t a ∈ A.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t λ, `o“nffl `affl

ea − eλ = (ea−λ − 1) eλ = (a− λ)
∞∑
n=1

(a− λ)n−1

n! eλ,

`a‹vfle´c `d`eˇu‹x `é¨l´é›m`e›n˚tṡ `qfi˚u˚iffl `c´o“m‹m˚u˚t´e›n˚t `àffl `d˚r`o˘i˚t´e. S̊iffl ea − eλ `eṡfi˚t ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi˚i˜b˝l´e,
`a˜l´o˘r¯s a− λ ˜l„`eṡfi˚t `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl.

E”nffl ˚r`é´a˜lˇi˚t´é, ˜l´eṡ ¯sfi¯p`e´cˇtˇr`eṡ ¯sfi`o“n˚t `é´g´a˚u‹x, ”m`a˚i¯s ¯p`o˘u˚rffl ˜l´e `d`é›m`o“n˚tˇr`eˇrffl `o“nffl
`a˚u˚r`a˚i˚t ˜bfleṡfi`o˘i‹nffl `d˚uffl `c´a˜l´cˇu˜l ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n‹n`e¨l ˛h`o˝l´o“m`o˘r¯p˛h`e.

O”nffl ¯sfi˚u¯p¯p`oşfi`e ”m`a˚i‹n˚t´e›n`a‹n˚t `qfi˚u`e A `eṡfi˚t ˚u‹n`e C∗-`a˜l´g´è¨b˘r`e ˚u‹n˚i˜f´èˇr`e.

P̊r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl 2.1.12. S̊iffl u `eṡfi˚t ˚u‹n˚i˚t´a˚i˚r`e, `a˜l´o˘r¯s σ(u) ⊂ T.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. L`eṡ `é´g´a˜lˇi˚t´éṡ uu∗ = u∗u = 1 ˚i‹m¯p˜lˇi`qfi˚u`e›n˚t `qfi˚u`e ‖u‖ = 1

`d`o“n`c σ(u) ⊂ D̄ = {z ∈ C : |z| 6 1}. A˚u¯sfi¯sfi˚iffl, u∗ = u−1 `eṡfi˚t ˚u‹n˚i˚t´a˚i˚r`e `d`o“n`c
σ(u−1) = {λ−1 : λ ∈ σ(a)} ⊂ D̄. I˜l `e›nffl ¯sfi˚u˚i˚t σ(u) ⊂ T.

2.1.3 É˜l´é›m`e›n˚tṡ ˛h`eˇr‹m˚i˚tˇi`e›n¯s
S’˚i˜l ”nffl’`eṡfi˚t ¯p`a¯s ¯p˚r`é´cˇi¯sfi`é `a˚u˚tˇr`e›m`e›n˚t, `o“nffl ¯sfi˚u¯p¯p`oşfi`e `qfi˚u`e A `eṡfi˚t ˚u‹n`e C∗-

`a˜l´g´è¨b˘r`e.

P̊r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl 2.1.13. S̊iffl a ∈ A `eṡfi˚t ˛h`eˇr‹m˚i˚tˇi`e›nffl, `a˜l´o˘r¯s ρ(a) = ‖a‖.
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D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. O”nffl ¯sfi`a˚i˚t `qfi˚u`e
ρ(a) = lim

n→∞
‖an‖1/n = lim

n→∞
‖a2n

‖1/2
n

.

P̀o˘u˚rffl `c‚h`a`qfi˚u`e n > 1, `o“nffl `affl ‖a2n+1‖ = ‖(a∗)2n

a2n‖ = ‖a2n‖2, `d`o“n`c (¯p`a˚rffl
˚r`é´cˇu˚r˚r`e›n`c´e) ‖a2n‖ = ‖a‖2n . L`affl ˜f´o˘r‹m˚u˜l´e `e›nffl ¯sfi˚u˚i˚t ˚i‹m‹m`é´d˚i`a˚t´e›m`e›n˚t.

C`o˘r`o˝l¨l´a˚i˚r`e 2.1.14. T`o˘u˚t´e ∗-`a˜l´g´è¨b˘r`e `a`d‹m`eˇt `a˚uffl ¯p˜lˇu¯s ˚u‹n`e ”n`o˘r‹m`e `qfi˚u˚iffl `e›nffl
˜f´a˚i˚t ˚u‹n`e C∗-`a˜l´g´è¨b˘r`e.
D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. L`e ¯sfi¯p`e´cˇtˇr`e `dffl’˚u‹nffl `é¨l´é›m`e›n˚t ”n`e `d`éṗ`e›n`dffl ¯p`a¯s `d˚uffl `c‚h`o˘i‹x `d`e
˜l´affl ”n`o˘r‹m`e. S̊iffl ˚u‹n`e ”n`o˘r‹m`e `dffl’˚u‹n`e C∗-`a˜l´g´è¨b˘r`e `e›xˇi¯sfi˚t´e ¯sfi˚u˚rffl A, `o“nffl `affl ‖a‖ =

ρ(a) ¯p`o˘u˚rffl a `a˚u˚t´o-`a`d¯j´o˘i‹n˚t. M`a˚i¯s ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t a, ˜l„`é¨l´é›m`e›n˚t a∗a `eṡfi˚t `a˚u˚t´o-
`a`d¯j´o˘i‹n˚t, `eˇt ‖a‖ = ‖a∗a‖1/2. L`affl ”n`o˘r‹m`e `eṡfi˚t `d`o“n`c `d`é¨fˇi‹n˚i`e `dffl’˚u‹n`e ˜f´a`ç´o“nffl ˚u‹n˚i`qfi˚u`e
¯p`a˚r˚t´o˘u˚t.

P̊r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl 2.1.15. S̀o˘i˚t A ˚u‹n`e C∗-`a˜l´g´è¨b˘r`e ¯sfi`a‹n¯s ˚u‹n˚i˚t´é. A˜l´o˘r¯s ¯sfi˚u˚rffl Ã
˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e ˚u‹n`e ”n`o˘r‹m`e `d`e C∗-`a˜l´g´è¨b˘r`e.
D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. P̀o˘u˚rffl ã = a+ λ ∈ Ã, `a‹vfle´c a ∈ A `eˇt λ ∈ C, `o“nffl `c´o“n¯sfi˚i`d`èˇr`e
˜l„`op̧`éˇr`a˚t´eˇu˚rffl `d`e ”m˚u˜lˇtˇi¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl Lã : b 7→ ãb ¯sfi˚u˚rffl A. S̀o“nffl ˚i‹m`a`g´e `eṡfi˚t ˜b˘i`e›nffl `d`a‹n¯s
A `c´a˚rffl `c’`eṡfi˚t ˚u‹nffl ˚i`d`é´a˜l `d`a‹n¯s Ã. P̀o˘u˚rffl a ∈ A ”n`o“nffl-”n˚u˜l, `o“nffl `affl `é›v˘i`d`e›m‹m`e›n˚t
‖La‖ 6 ‖a‖, ”m`a˚i¯s `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl

‖La‖ > ‖La(a∗)‖/‖a‖ = ‖aa∗‖/‖a‖ = ‖a‖,

`d`o“n`c ‖La‖ = ‖a‖. E”nffl `g´é›n`éˇr`a˜l, p(ã) = ‖Lã‖ `eṡfi˚t ˚u‹n`e ¯sfi`e›m˚iffl-”n`o˘r‹m`e ¯sfi˚u˚rffl Ã
˚t´e¨l¨l´e `qfi˚u`e p(ãb̃) 6 p(ã)p(b̃).

M`o“n˚tˇr`o“n¯s `qfi˚u`e p `eṡfi˚t ˚u‹n`e ”n`o˘r‹m`e, `eˇt `d`a‹n¯s `c´e ˜b˘u˚t ¯sfi˚u¯p¯p`oşfi`o“n¯s ˜l´e `c´o“n˚tˇr`a˚i˚r`e :
˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e ã = a + λ ˚t´e¨l `qfi˚u`e p(a) = 0. O”nffl `affl ”n`é´c´eṡfi¯sfi`a˚i˚r`e›m`e›n˚t λ 6= 0, `a˜l´o˘r¯s
¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t b ∈ A `o“nffl `affl ab + λb = 0 `d`o“n`c b = (−a/λ)b. E”nffl ¯p`a¯sfi¯sfi`a‹n˚t `a˚u‹x
`a`d¯j´o˘i‹n˚tṡ, `o“nffl `o˝b˘tˇi`e›n˚t b∗ = (−a∗/λ̄)b∗ ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t b ∈ A. L’`a˜l´g´è¨b˘r`e A `a`d‹m`eˇt
`a˜l´o˘r¯s `d`eṡ ˚u‹n˚i˚t´éṡ `àffl `g´a˚u`c‚h`e `eˇt `àffl `d˚r`o˘i˚t´e, ¯p`a˚rffl `c´o“n¯sfi`é´qfi˚u`e›n`c´e ˚u‹n`e ˚u‹n˚i˚t´é, `c´e
`qfi˚u˚iffl `c´o“n˚tˇr`e´d˚i˚t ˜l„˛h‹yṗ`o˘t‚h`èṡfi`e.

I˜l ˚r`eṡfi˚t´e `àffl ”m`o“n˚tˇr`eˇrffl `qfi˚u`e p ”vfléˇr˚i˜fˇi`e ˜l„`é´g´a˜lˇi˚t´é p(ã∗ã) = p(ã)2, `eˇt ˚i˜l ¯sfi˚u˜f¨fˇi˚t
`d`e `d`é›m`o“n˚tˇr`eˇrffl `qfi˚u`e p(ã∗ã) > p(ã)2. O”nffl `affl

p(ã∗ã) = sup
‖b‖61

‖ã∗ãb‖ > sup
‖b‖61

‖b∗ã∗ãb‖ = sup
‖b‖61

‖(ãb)∗ãb‖.

C`o“m‹m`e ãb ∈ A, `o“nffl ¯p`eˇu˚t `c´o“n˚tˇi‹n˚u`eˇrffl ¯p`a˚rffl
p(ã∗ã) > sup

‖b‖61
‖ãb‖2 = p(ã)2.
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Ǹo˘u¯s `a‹vˆo“n¯s ˜l´affl ¯p˚r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t´e, `é›v˘i`d`e›n˚t´e ”m`a˚i¯s ˚tˇr`èṡ ˚u˚tˇi˜l´e :

P̊r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl 2.1.16. T`o˘u˚t `é¨l´é›m`e›n˚t a ∈ A ¯s’`é´cˇr˚i˚t `dffl’˚u‹n`e ˜f´a`ç´o“nffl ˚u‹n˚i`qfi˚u`e
`c´o“m‹m`e a = a1 + ia2 `a‹vfle´c a1, a2 ˛h`eˇr‹m˚i˚tˇi`e›n¯s. E”xṗ˜lˇi`cˇi˚t´e›m`e›n˚t, a1 = a+ a∗

2
`eˇt a2 = a− a∗

2i .

(˜fˇi‹nffl `d˚uffl `c´o˘u˚r¯s 6)

P̊r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl 2.1.17. T`o˘u˚t ∗-˛h`o“m`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e `e›n˚tˇr`e `d`eṡ C∗-`a˜l´g´è¨b˘r`eṡ
`eṡfi˚t `c´o“n˚tˇr`a`cˇt´a‹n˚t. T`o˘u˚t ∗-˚i¯sfi`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e `eṡfi˚t ˚i¯sfi`o“m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. S̀o˘i˚t A `eˇt B `d`eˇu‹x C∗-`a˜l´g´è¨b˘r`eṡ `eˇt ϕ : A → B ˚u‹nffl ∗-
˛h`o“m`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e. O”nffl ¯p`eˇu˚t ˜l„`éˇt´e›n`d˚r`e `affl ˚u‹nffl ∗-˛h`o“m`o“m`o˘r¯p¯sfi˛h˚i¯sfi‹m`e `d`e Ã `d`a‹n¯s
B̃ `e›nffl ¯p`oşfi`a‹n˚t ϕ(1) = 1. O”nffl ”vfléˇr˚i˜fˇi`e `qfi˚u`e σ(ϕ(a)

)
⊂ σ(a) ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t a ∈ A ;

˚i˜l `e›nffl ¯sfi˚u˚i˚t ρ(ϕ(a)
)
6 ρ(a). M`a˚i¯s `e›n¯sfi˚u˚i˚t´e, ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t a

‖ϕ(a)‖2 = ‖
(
ϕ(a)

)∗
ϕ(a)‖ = ρ

(
ϕ(a∗a)

)
6 ρ(a∗a) = ‖a∗a‖ = ‖a‖2,

`d`o“n`c ϕ `eṡfi˚t `c´o“n˚tˇr`a`cˇt´a‹n˚t.
S̊iffl ϕ `eṡfi˚t ˚u‹nffl ∗-˚i¯sfi`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e, `a˜l´o˘r¯s ϕ−1 ˜l„`eṡfi˚t `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl ; ˚t´o˘u¯s ˜l´eṡ `d`eˇu‹x

`éˇt´a‹n˚t `c´o“n˚tˇr`a`cˇt´a‹n˚tṡ, `c´e ¯sfi`o“n˚t `d`eṡ ˚i¯sfi`o“m`éˇtˇr˚i`eṡ.

C`o˘r`o˝l¨l´a˚i˚r`e 2.1.18. S̊iffl A `eˇt B ¯sfi`o“n˚t `d`eṡ C∗-`a˜l´g´è¨b˘r`eṡ ˚u‹n˚i˜f´èˇr`eṡ `eˇt ϕ : A→

B ˚u‹nffl -˛h`o“m`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e ˚u‹n˚i˚t´a˜l, `a˜l´o˘r¯s

P̊r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl 2.1.19. S̊iffl a `eṡfi˚t ˛h`eˇr‹m˚i˚tˇi`e›nffl, `a˜l´o˘r¯s σ(a) ⊂ R.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. L’`é¨l´é›m`e›n˚t b = exp(ia) `eṡfi˚t ˚u‹n˚i˚t´a˚i˚r`e : ¯sfi`o“nffl `a`d¯j´o˘i‹n˚t `eˇt ˜l„˚i‹nffl-
”vfleˇr¯sfi`e `eṡfi˚t exp(−ia). P̀a˚rffl `c´o“n¯sfi`é´qfi˚u`e›n`c´e, σ(b) ⊂ T. P̀a˚rffl P̊r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl 2.1.11,
σ(b) ⊃ {eiλ : λ ∈ σ(a)}, ˚i˜l `e›nffl ¯sfi˚u˚i˚t σ(a) ⊂ R.

2.1.4 L`e ¯sfi¯p`e´cˇtˇr`e `d`a‹n¯s `d`eṡ ¯sfi`o˘u¯s-`a˜l´g´è¨b˘r`eṡ
E”x´e›m¯p˜l´e 2.1.20. L`affl ˚r`e¨l´a˚tˇi`o“nffl `e›n˚tˇr`e ˜l´eṡ ¯sfi¯p`e´cˇtˇr`eṡ `d`a‹n¯s ˚u‹n`e `a˜l´g´è¨b˘r`e

`eˇt `d`a‹n¯s ¯sfi`affl ¯sfi`o˘u¯s-`a˜l´g´è¨b˘r`e ¯p`eˇu˚t `êˇtˇr`e ”v˘u`e ¯sfi˚u˚rffl ˜l„`e›x´e›m¯p˜l´e ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t : ¯sfi`o˘i˚t
A = C(T) `eˇt B ˜l´affl ¯sfi`o˘u¯s-`a˜l´g´è¨b˘r`e `d`eṡ ˚r`eṡfi˚tˇr˚i`cˇtˇi`o“n¯s ¯sfi˚u˚rffl T `d`eṡ ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s
˛h`o˝l´o“m`o˘r¯p˛h`eṡ ¯sfi˚u˚rffl D̄. A˜l´o˘r¯s ˜l´e ¯sfi¯p`e´cˇtˇr`e `d`e f(z) = z `d`a‹n¯s A `eṡfi˚t f(T) = T,
”m`a˚i¯s `d`a‹n¯s B ˚i˜l `eṡfi˚t f(D̄) = D̄. À ”n`o˘t´eˇrffl `qfi˚u`e ˜l´e ¯p˚r`e›m˚i`eˇrffl `affl ˚u‹nffl «tˇr`o˘u» :
¯sfi`o“nffl `c´o“m¯p˜l´é›m`e›n˚t ”nffl’`eṡfi˚t ¯p`a¯s `c´o“n‹n`e›x´e.

O”nffl ¯sfi`a˚i˚t ˜b˘i`e›nffl ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e Inv(A) `d`eṡ ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi˚i˜b˝l´eṡ `eṡfi˚t `o˘u‹vfleˇr˚t `d`a‹n¯s ˚t´o˘u˚t´e
`a˜l´g´è¨b˘r`e `d`e B`a‹n`a`c‚hffl A, `eˇt ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl a 7→ a−1 `eṡfi˚t `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e ¯sfi˚u˚rffl Inv(A).
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[S̊iffl a ∈ Inv(A) `eˇt ‖h‖ < 1/‖a−1‖, `a˜l´o˘r¯s a− h `eṡfi˚t ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi˚i˜b˝l´e `eˇt ˜l„˚i‹n‹vfleˇr¯sfi`e
`eṡfi˚t `d`o“n‹n`é ¯p`a˚rffl ˜l´affl ˜f´o˘r‹m˚u˜l´e

(a− h)−1 =
(
(1− ha−1)a

)−1 = a−1
∞∑
n=0

(
ha−1)n.

O”nffl `e›nffl `d`é´d˚u˚i˚t `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl `qfi˚u`e

‖a−1 − (a− h)−1‖ 6
∞∑
n=1
‖h‖n‖a−1‖n+1,

`c´e `qfi˚u˚iffl `eṡfi˚t ”m`a¯j´o˘r`é `e›nffl ¯p`a˚r˚tˇi`cˇu˜lˇi`eˇrffl ¯p`a˚rffl 2‖h‖ ‖a−1‖ ¯sfi˚iffl ‖h‖ < (2‖a−1‖)−1.]

T‚h`é´o˘r`è›m`e 2.1.21. S̀o˘i˚t A ˚u‹n`e `a˜l´g´è¨b˘r`e `d`e B`a‹n`a`c‚hffl ˚u‹n˚i˜f´èˇr`e `eˇt B ¯sfi`affl
¯sfi`o˘u¯s-`a˜l´g´è¨b˘r`e ˜f´eˇr‹m`é´e `c´o“n˚t´e›n`a‹n˚t 1. A˜l´o˘r¯s :

1. Inv(B) `eṡfi˚t `o˘u‹vfleˇr˚t `eˇt ˜f´eˇr‹m`é `d`a‹n¯s B ∩ Inv(A) ;
2. ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t b ∈ B, `o“nffl `affl

σA(b) ⊂ σB(b), ∂σB(b) ⊂ ∂σA(b);

3. ¯sfi˚iffl C \ σA(b) `eṡfi˚t `c´o“n‹n`e›x´e, `a˜l´o˘r¯s σA(b) = σB(b).

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. 1. Inv(B) `eṡfi˚t `o˘u‹vfleˇr˚t `d`a‹n¯s B, `d`o“n`c `d`a‹n¯s B∩ Inv(A)

`a˚u¯sfi¯sfi˚iffl. M`o“n˚tˇr`o“n¯s `qfi˚uffl’˚i˜l `eṡfi˚t ˜f´eˇr‹m`é : S̀o˘i˚t (bn) ˚u‹n`e ¯sfi˚u˚i˚t´e `d`a‹n¯s Inv(B)

`c´o“n‹vfleˇr`g´e›n˚t´e ”vfleˇr¯s b ∈ Inv(A). O”nffl `affl `a˜l´o˘r¯s b−1
n → b−1 `d`a‹n¯s A, `dffl’`o˘ùffl

b−1 ∈ B.
2. L`affl ¯p˚r`e›m˚i`èˇr`e ˚i‹n`c¨lˇu¯sfi˚i`o“nffl `eṡfi˚t ˜f´a`cˇi˜l´e : S̊iffl b − λ `eṡfi˚t ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi˚i˜b˝l´e `d`a‹n¯s

B, ˚i˜l ˜l„`eṡfi˚t `d`a‹n¯s A, `dffl’`o˘ùffl σA(b) ⊂ σB(b).
L`affl `d`eˇu‹xˇi`è›m`e ”m`o“n˚tˇr`e `qfi˚u`e ˚t´o˘u¯s ˜l´eṡ «n`o˘u‹vfle´a˚u‹x» ¯p`o˘i‹n˚tṡ `d˚uffl ¯sfi¯p`e´cˇtˇr`e,
`c’`eṡfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e `c´eˇu‹x `qfi˚u˚iffl ¯sfi`o“n˚t `d`a‹n¯s σB(a) ”m`a˚i¯s ¯p`a¯s `d`a‹n¯s σA(a), ¯sfi`o“n˚t
`d`eṡ ¯p`o˘i‹n˚tṡ ˚i‹n˚t´éˇr˚i`eˇu˚r¯s `d`e σB(a) (`àffl ”n`o˘t´eˇrffl, ˜l´eṡ ¯sfi¯p`e´cˇtˇr`eṡ ¯sfi`o“n˚t ˜f´eˇr‹m`éṡ
`d`o“n`c `c´o“n˚tˇi`e›n‹n`e›n˚t ˜l´eˇu˚rffl ˜fˇr`o“n˚tˇi`èˇr`e). S̊u¯p¯p`oşfi`o“n¯s `qfi˚u`e λ ∈ ∂σB(b) \

∂σA(b). C`o“m‹m`e λ ∈ C \ σB(b) ⊂ C \ σA(b), ”n`o˘u¯s `a‹vˆo“n¯s ˜f´o˘r`c´é›m`e›n˚t
λ /∈ σA(b) = σA(b), `eˇt `d`o“n`c b− λ `eṡfi˚t ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi˚i˜b˝l´e `d`a‹n¯s A. P̀a˚rffl 1., ˚i˜l
`e›xˇi¯sfi˚t´e ε > 0 ˚t´e¨l `qfi˚u`e B(b − λ, ε) ∩ Inv(B) = ∅, `eˇt `d`o“n`c |λ − µ| < ε

˚i‹m¯p˜lˇi`qfi˚u`e `qfi˚u`e b − µ ”nffl’`eṡfi˚t ¯p`a¯s ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi˚i˜b˝l´e `d`a‹n¯s B, `c’`eṡfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e µ ∈

σB(b). M`a˚i¯s ¯p`a˚rffl ˜l„˛h‹yṗ`o˘t‚h`èṡfi`e λ ”nffl’`eṡfi˚t ¯p`a¯s ˚u‹nffl ¯p`o˘i‹n˚t ˚i‹n˚t´éˇr˚i`eˇu˚rffl `d`e
σB(b). C`eˇtˇt´e `c´o“n˚tˇr`a`d˚i`cˇtˇi`o“nffl ”m`o“n˚tˇr`e ˜l´affl `d`eˇu‹xˇi`è›m`e ˚i‹n`c¨lˇu¯sfi˚i`o“nffl.

3. D`a‹n¯s U = C\σA(b), ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e E = σB(b)∩U `eṡfi˚t `é›v˘i`d`e›m‹m`e›n˚t ˜f´eˇr‹m`é.
M`a˚i¯s ˚i˜l `eṡfi˚t `o˘u‹vfleˇr˚t `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl : ¯sfi˚iffl λ ∈ E `eṡfi˚t ˚u‹nffl ¯p`o˘i‹n˚t ˚i‹n˚t´éˇr˚i`eˇu˚rffl `d`e
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σB(b), `a˜l´o˘r¯s ˚i˜l `eṡfi˚t `c´o“n˚t´e›n˚uffl `d`a‹n¯s E `a‹vfle´c ˚u‹nffl `d˚i¯sfi`qfi˚u`e `o˘u‹vfleˇr˚t ; ¯sfi˚i‹n`o“nffl
˚i˜l ¯sfi`eˇr`a˚i˚t `d`a‹n¯s ∂σB(b) ”m`a˚i¯s ¯p`a˚rffl 2. `o“nffl `a˚u˚r`a˚i˚t λ ∈ ∂σA(b) `c´e `qfi˚u˚iffl
”nffl’`eṡfi˚t ¯p`a¯s ¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˝l´e. P̀a˚rffl `c´o“n‹n`e›xˇi˚t´é, U = E `o˘uffl E = ∅. C`o“m‹m`e E

`eṡfi˚t ˜bˆo˘r‹n`é `eˇt U ”n`e ˜l„`eṡfi˚t ¯p`a¯s, ˜l´affl ¯sfi`eˇu˜l´e ¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˘i˜lˇi˚t´é `eṡfi˚t E = ∅ `eˇt `a˜l´o˘r¯s
σA(b) = σB(b).

(˜fˇi‹nffl `d˚uffl `c´o˘u˚r¯s 7)
C`e ¯p˚r`o˝b˝l´è›m`e ”n`e ¯sfi`e ¯p`oşfi`e ¯p`a¯s ¯s’˚i˜l ¯s’`a`gˇi˚t `d`eṡ C∗-`a˜l´g´è¨b˘r`eṡ :

P̊r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl 2.1.22. S̀o˘i˚t A ˚u‹n`e C∗-`a˜l´g´è¨b˘r`e ˚u‹n˚i˜f´èˇr`e `eˇt B ¯sfi`o“nffl ∗-¯sfi`o˘u¯s-
`a˜l´g´è¨b˘r`e ˜f´eˇr‹m`é´e `c´o“n˚t´e›n`a‹n˚t 1. A˜l´o˘r¯s ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t b ∈ B `o“nffl `affl σA(b) = σB(b).

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. S̊iffl b = b∗, ¯sfi`o“nffl ¯sfi¯p`e´cˇtˇr`e `eṡfi˚t ˚r`é´e¨l `d`o“n`c `o“nffl ¯p`eˇu˚t `a¯p¯p˜lˇi`qfi˚u`eˇrffl
˜l´e 3. `d˚uffl T‚h`é´o˘r`è›m`e 2.1.21.

S̀o˘i˚t ”m`a˚i‹n˚t´e›n`a‹n˚t b ∈ B `qfi˚u`e¨l´c´o“n`qfi˚u`e. S’˚i˜l `eṡfi˚t ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi˚i˜b˝l´e `d`a‹n¯s A, `dffl’˚i‹nffl-
”vfleˇr¯sfi`e a, `a˜l´o˘r¯s

bb∗a∗a = b(ab)∗a = ba = 1,

`eˇt `e›nffl ¯p`a¯sfi¯sfi`a‹n˚t `a˚u‹x `a`d¯j´o˘i‹n˚tṡ, a∗abb∗ = 1, `d`o“n`c bb∗ `eṡfi˚t ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi˚i˜b˝l´e `d`a‹n¯s A.
É˚t´a‹n˚t `a˚u˚t´o-`a`d¯j´o˘i‹n˚t, ˚i˜l `eṡfi˚t `d`o“n`c ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi˚i˜b˝l´e `d`a‹n¯s B, `dffl’˚i‹n‹vfleˇr¯sfi`e c. M`a˚i¯s `d`e
˜l„`é´g´a˜lˇi˚t´é bb∗c = 1 = ba ˚i˜l ¯sfi˚u˚i˚t b∗c = a (`d`a‹n¯s A `affl ¯p˚r˚i`o˘r˚iffl), `dffl’`o˘ùffl a ∈ B `eˇt b
`eṡfi˚t ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi˚i˜b˝l´e `d`a‹n¯s B. L’`é´g´a˜lˇi˚t´é `d`eṡ ¯sfi¯p`e´cˇtˇr`eṡ `e›nffl ¯sfi˚u˚i˚t `d˚i˚r`e´cˇt´e›m`e›n˚t.

Aj̇´o˘u˚tṡ ¯p`o˘u˚rffl ˜l´affl ¯sfi`e´cˇtˇi`o“nffl 2.1.3 :

P̊r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl 2.1.23. S̊iffl A `eˇt B ¯sfi`o“n˚t `d`eṡ C∗-`a˜l´g´è¨b˘r`eṡ, `a˜l´o˘r¯s A×B `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl,
`a‹vfle´c ˜l´affl ”n`o˘r‹m`e ‖(a, b)‖ = max(‖a‖ ‖b‖) `eˇt ˜l„˚i‹n‹vˆo˝lˇu˚tˇi`o“nffl (a, b)∗ = (a∗, b∗),
a ∈ A, b ∈ B.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. I˜l `eṡfi˚t `é›v˘i`d`e›n˚t `qfi˚u`e `c’`eṡfi˚t ˚u‹n`e ”n`o˘r‹m`e `eˇt ˚u‹n`e ˚i‹n‹vˆo˝lˇu˚tˇi`o“nffl
(`àffl ˚r`a¯p¯p`e¨l´eˇrffl, (a1, b1)(a2, b2) = (a1a2, b1b2)). O”nffl ”vfléˇr˚i˜fˇi`e ˜l„`é´g´a˜lˇi˚t´é C∗ :

‖(a, b)∗(a, b)‖ = ‖(a∗a, b∗b)‖ = max(‖a‖2, ‖b‖2) = max(‖a‖, ‖b‖)2 = ‖(a, b)‖2.

P̊r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl 2.1.24. S̀o˘i˚t A ˚u‹n`e C∗-`a˜l´g´è¨b˘r`e ˚u‹n˚i˜f´èˇr`e, `a˜l´o˘r¯s Ã = A⊕ C

`a`d‹m`eˇt ˚u‹n`e ”n`o˘r‹m`e `d`e C∗-`a˜l´g´è¨b˘r`e.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. S̀o˘i˚t e ˜l„˚u‹n˚i˚t´é `d`e A `eˇt 1 ∈ Ã ˜l„˚u‹n˚i˚t´é `a¯j´o˘u˚t´é´e. L`e ¯sfi`o˘u¯s-
`eṡfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l C(1−e) `eṡfi˚t ˚u‹nffl ˚i`d`é´a˜l `d`e `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl 1 `d`a‹n¯s Ã : `o“nffl `affl (1−

e)2 = 1−e `eˇt a(1−e) = (1−e)a = 0 ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t a ∈ A. A˜l´g´è¨b˘r˚i`qfi˚u`e›m`e›n˚t, Ã '
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A×C(1−e) : `o“nffl ¯p`oşfi`e ϕ(a+λ) = (a+λe, λ(1−e)), `c’`eṡfi˚t ˚u‹nffl ˚i¯sfi`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e
˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e, `eˇt `o“nffl ”vfléˇr˚i˜fˇi`e `qfi˚u`e `c’`eṡfi˚t ˚u‹nffl ˛h`o“m`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e :

ϕ
(
(a+ λ)(b+ µ)) = ϕ(ab+ λb+ µa+ λµ)

= (ab+ λb+ µa+ λµe, λµ(1− e)),

ϕ(a+ λ)ϕ(b+ µ) = (a+ λe, λ(1− e)) · (b+ µe, µ(1− e))

= (ab+ λb+ µa+ λµe, λµ(1− e)).

S̊u˚rffl A×C(1−e), ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e ˚u‹n`e ”n`o˘r‹m`e `d`e C∗-`a˜l´g´è¨b˘r`e. O”nffl ¯p`eˇu˚t `d`o“n`c ¯p`oşfi`eˇrffl
‖a + λ‖ := ‖ϕ(a + λ)‖ ; `c’`eṡfi˚t ˚u‹n`e C∗-”n`o˘r‹m`e ¯sfi˚u˚rffl Ã, `eˇt `e¨l¨l´e ¯p˚r`éṡfi`eˇr‹vfle ˜l´affl
”n`o˘r‹m`e ˚i‹n˚i˚tˇi`a˜l´e ¯sfi˚u˚rffl A `c´a˚rffl ϕ(a) = (a, 0) ¯p`o˘u˚rffl a ∈ A.

C`o˘r`o˝l¨l´a˚i˚r`e 2.1.25. T`o˘u˚t ∗-˛h`o“m`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e `e›n˚tˇr`e `d`eṡ C∗-`a˜l´g´è¨b˘r`eṡ `eṡfi˚t
`c´o“n˚tˇr`a`cˇt´a‹n˚t. T`o˘u˚t ∗-˚i¯sfi`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e `eṡfi˚t ˚i¯sfi`o“m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. O”nffl ¯p`eˇu˚t `éˇt´e›n`d˚r`e ϕ : A → B `àffl ˚u‹nffl ˛h`o“m`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e
ϕ̃ : Ã→ B̃ `e›nffl ¯p`oşfi`a‹n˚t ϕ̃(1) = 1, `c’`eṡfi˚t ˚t´o˘u¯j´o˘u˚r¯s ˚u‹nffl ∗-˛h`o“m`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e, `eˇt
˚i˜l `eṡfi˚t ˚u‹n˚i˚t´a˜l. P̀a˚rffl ˜l´affl ¯p˚r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl `d`éj̇´àffl `d`é›m`o“n˚tˇr`é, ϕ̃ `eṡfi˚t `c´o“n˚tˇr`a`cˇt´a‹n˚t, `d`o“n`c
ϕ `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl. L`e `c´a¯s `dffl’˚u‹nffl ˚i¯sfi`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e `eṡfi˚t ˚tˇr`a˚i˚t´é `d`e ˜l´affl ”m`ê›m`e ˜f´a`ç´o“nffl.

2.2 C∗-`a˜l´g´è¨b˘r`eṡ `c´o“m‹m˚u˚t´a˚tˇi‹vfleṡ ;
`c´a˜l´cˇu˜l ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n‹n`e¨l `c´o“n˚tˇi‹n˚uffl

O”nffl ”vfléˇr˚i˜fˇi`e ˜f´a`cˇi˜l´e›m`e›n˚t ˜l´e ˜f´a˚i˚t ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t :

P̊r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl 2.2.1. U”n`e -¯sfi`o˘u¯s-`a˜l´g´è¨b˘r`e ˜f´eˇr‹m`é´e `dffl’˚u‹n`e C∗-`a˜l´g´è¨b˘r`e `eṡfi˚t
`a˚u¯sfi¯sfi˚iffl ˚u‹n`e C∗-`a˜l´g´è¨b˘r`e.

D`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl 2.2.2. S̀o˘i˚t A ˚u‹n`e C∗-`a˜l´g´è¨b˘r`e `eˇt S ⊂ A. L’`a`d˛h`éˇr`e›n`c´e `d`e
˜l„`a˜l´g´è¨b˘r`e (˚u‹n˚i˚t´a˜l´e ¯sfi˚iffl A ˜l„`eṡfi˚t) `e›n`g´e›n`d˚r`é´e ¯p`a˚rffl S `eṡfi˚t ˚u‹n`e C∗-`a˜l´g´è¨b˘r`e `qfi˚uffl’`o“nffl
”n`o˘t´e C∗(S). S̊iffl S = {a} `eṡfi˚t ˚u‹nffl ¯sfi˚i‹n`g¨l´eˇt´o“nffl `d`a‹n¯s A, `a˜l´o˘r¯s `o“nffl ”n`o˘t´e `é´g´a˜l´e›m`e›n˚t
C∗(a) = C∗({a}).

T‚h`é´o˘r`è›m`e 2.2.3. S̊iffl A `eṡfi˚t ˚u‹n`e C∗-`a˜l´g´è¨b˘r`e `eˇt χ ¯sfi`o“nffl `c´a˚r`a`cˇt´èˇr`e, `a˜l´o˘r¯s
χ(a∗) = χ(a) ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t a ∈ A.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. O”nffl ¯p`eˇu˚t ¯sfi˚u¯p¯p`oşfi`eˇrffl `qfi˚u`e A `eṡfi˚t ˚u‹n˚i˜f´èˇr`e, `e›nffl ¯p˚r`o˝l´o“n`g´e´a‹n˚t
χ ¯sfi˚iffl ˜bfleṡfi`o˘i‹nffl. P̀o˘u˚rffl `c‚h`a`qfi˚u`e a ∈ A ˜l´e ”n`o“m˜b˘r`e χ(a) `a¯p¯p`a˚r˚tˇi`e›n˚t `a˚uffl ¯sfi¯p`e´cˇtˇr`e
`d`e a.
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S̀o˘i˚t a ∈ A `eˇt a = b+ ic `a‹vfle´c b, c `a˚u˚t´o-`a`d¯j´o˘i‹n˚tṡ. O”nffl `affl χ(b) ∈ σ(b) ⊂ R,
`eˇt `d`e ”m`ê›m`e χ(c) ∈ R. D`o“n`c

χ(a∗) = χ(b− ic) = χ(b)− iχ(c) = χ(a).

T‚h`é´o˘r`è›m`e 2.2.4. S̀o˘i˚t A ˚u‹n`e C∗-`a˜l´g´è¨b˘r`e `c´o“m‹m˚u˚t´a˚tˇi‹vfle `eˇt Ω ¯sfi`o“nffl ¯sfi¯p`e´cˇtˇr`e.
A˜l´o˘r¯s ˜l´affl ˚tˇr`a‹n¯sfi˜f´o˘r‹m`é´e `d`e G´e¨l¨f´a‹n`dffl `eṡfi˚t ˚u‹n`e ∗-˚i¯sfi`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e ˚i¯sfi`o“m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e.
D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. Ǹo˘u¯s ”vfle›n`o“n¯s `d`e ”m`o“n˚tˇr`eˇrffl `qfi˚u`e ˜l´affl ˚tˇr`a‹n¯sfi˜f´o˘r‹m`é´e `d`e G´e¨l-
˜f´a‹n`dffl T : A → C0(Ω) `eṡfi˚t ˚i‹n‹vˆo˝lˇu˚tˇi‹vfle ; `d˚uffl T‚h`é´o˘r`è›m`e 1.5.16 ˚i˜l ¯sfi˚u˚i˚t `a˜l´o˘r¯s
`qfi˚u`e `c’`eṡfi˚t ˚u‹nffl ∗-˛h`o“m`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e. D`e ¯p˜lˇu¯s, ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t a ∈ A `o“nffl `affl

‖T (a)‖∞ = ‖T (a)T (a)‖1/2∞ = ‖T (a∗a)‖1/2∞ = ρ(a∗a)1/2 = ‖a∗a‖1/2 = ‖a‖.

T‚h`é´o˘r`è›m`e 2.2.5 (C`a˜l´cˇu˜l ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n‹n`e¨l `c´o“n˚tˇi‹n˚uffl `dffl’˚u‹nffl `op̧`éˇr`a˚t´eˇu˚rffl ”n`o˘r‹m`a˜l).
Ǹo˘t´o“n¯s ¯p`a¯s z ˜l´affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl t 7→ t ¯sfi˚u˚rffl C. S̀o˘i˚t A ˚u‹n˚i˜f´èˇr`e `eˇt a ∈ A ”n`o˘r‹m`a˜l.
A˜l´o˘r¯s ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e ˜l„˚u‹n˚i`qfi˚u`e -˚i¯sfi`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e ϕa : C

(
σ(a)

)
→ C∗(a) ˚t´e¨l `qfi˚u`e

ϕa(z) = a. O”nffl ”n`o˘t´eˇr`affl `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl f(a) = ϕa(f) ¯p`o˘u˚rffl f ∈ C(σ(a)
).

P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t f ∈ C(σ(a)
), `o“nffl `affl
σ
(
f(a)

)
= f

(
σ(a)

)
.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. P̀a˚rffl ˜l„˛h‹yṗ`o˘t‚h`èṡfi`e, aa∗ = a∗a, `a˜l´o˘r¯s C∗(a) `eṡfi˚t `c´o“m‹m˚u˚t´affl-
˚tˇi‹vfle. P̀a˚rffl T‚h`é´o˘r`è›m`e 2.2.4, `e¨l¨l´e `eṡfi˚t ˚i¯sfi`o“m`o˘r¯p˛h`e ˚i¯sfi`o“m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e›m`e›n˚t `àffl C(Ω)

`o˘ùffl Ω `eṡfi˚t ¯sfi`o“nffl ¯sfi¯p`e´cˇtˇr`e. M`o“n˚tˇr`o“n¯s `qfi˚u`e Ω = σ(a), `eˇt ”n`o˘t´o“n¯s `qfi˚u`e ˜l´e ¯sfi¯p`e´cˇtˇr`e
`d`e a `eṡfi˚t ˜l´e ”m`ê›m`e `d`a‹n¯s A `eˇt `d`a‹n¯s C∗(a).

(˜fˇi‹nffl `d˚uffl `c´o˘u˚r¯s 8)
P̀o˘u˚rffl χ ∈ Ω, `o“nffl ¯p`oşfi`e ψ(χ) = χ(a). O”nffl `affl σA(a) = σC∗(a)(a) = {χ(a) :

χ ∈ Ω}, `d`o“n`c ψ `eṡfi˚t ˜b˘i`e›nffl `d`é¨fˇi‹n˚iffl `eˇt ¯sfi˚u˚r¯j´e´cˇtˇi˜f.
S̊iffl χ1(a) = χ2(a), `a˜l´o˘r¯s χ1 `eṡfi˚t `é´g´a˜l `àffl χ2 ¯sfi˚u˚rffl ˜l„`eṡfi¯p`a`c´e `d`eṡ ¯p`o˝l›y›n`ô“m`eṡ

`e›nffl A `eˇt a∗, `d`o“n`c ¯p`a˚rffl `c´o“n˚tˇi‹n˚u˚i˚t´é ¯sfi˚u˚rffl C∗(a) ; ˚i˜l `e›nffl ¯sfi˚u˚i˚t `qfi˚u`e ψ `eṡfi˚t ˚i‹n¯j´e´cˇtˇi˜f.
E”n˜fˇi‹nffl, ˚i˜l `eṡfi˚t `c´o“n˚tˇi‹n˚uffl : ˚i˜l ¯sfi˚u˜f¨fˇi˚t `d`e ”vˆo˘i˚rffl `qfi˚u`e ¯p`o˘u˚rffl χ ∈ Ω `eˇt ε > 0, `o“nffl `affl

ψ−1(B(ψ(χ), ε)
)

= {χ′ ∈ Ω : |ψ(χ′)− ψ(χ)| < ε}

= {χ′ ∈ Ω : |χ′(a)− χ(a)| < ε} = Ua,ε(χ),

`qfi˚u˚iffl `eṡfi˚t `o˘u‹vfleˇr˚t `d`a‹n¯s Ω. T`o˘u¯s ˜l´eṡ `d`eˇu‹x `eṡfi¯p`a`c´eṡ `éˇt´a‹n˚t `c´o“m¯p`a`cˇtṡ, ψ `eṡfi˚t
˚u‹nffl ˛h`o“m`é´o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e, `eˇt `d`o“n`c C(Ω) = C

(
σ(a)

) `eṡfi˚t ˚i¯sfi`o“m`o˘r¯p˛h`e ˚i¯sfi`o“m`éˇtˇr˚iffl-
`qfi˚u`e›m`e›n˚t `àffl C∗(a).
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E”n˜fˇi‹nffl,
σA
(
f(a)

)
= σC∗(a)

(
f(a)

)
= σC(σ(a))(f) = f

(
σ(a)

)
.

O”nffl ¯p`eˇu˚t ”vˆo˘i˚rffl ϕa(f) `c´o“m‹m`e ˚u‹n`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e f `a¯p¯p˜lˇi`qfi˚u`é´e `àffl
a : `c’`eṡfi˚t ˜l´e `c´a¯s `dffl’˚u‹nffl ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e, p(a) = ϕa(p) `c´a˚rffl ϕa(z) = a `eˇt ϕa `eṡfi˚t
˚u‹nffl ˛h`o“m`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e. C’`eṡfi˚t ˚u‹nffl ”m`o“y´e›nffl ¯p˚u˚i¯sfi¯sfi`a‹n˚t `dffl’`éˇtˇu`d`e `dffl’`op̧`éˇr`a˚t´eˇu˚r¯s, `eˇt
”n`o˘u¯s ˜l´e ˚r`e›vfleˇr˚r`o“n¯s `e›nffl ˜lˇi`e›nffl `a‹vfle´c `d`eṡ `é¨l´é›m`e›n˚tṡ ¯p`oşfi˚i˚tˇi˜fṡ.

E”x´e›m¯p˜l´e 2.2.6. S̀o˘i˚t u ∈ A ˚u‹n˚i˚t´a˚i˚r`e ˚t´e¨l `qfi˚u`e σ(u) 6= T. A˜l´o˘r¯s ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e
b ∈ A `a˚u˚t´o-`a`d¯j´o˘i‹n˚t ˚t´e¨l `qfi˚u`e u = eib. (L’`é¨l´é›m`e›n˚t b `eṡfi˚t `a˜l´o˘r¯s ˜l´e ˜l´oˆg´a˚r˚i˚t‚h‹m`e
`d`e a.)

P̀o˘u˚rffl ˜l´e `c´o“n¯sfi˚tˇr˚u˚i˚r`e, `o“nffl `c‚h`o˘i¯sfi˚i˚t z0 ∈ T \ σ(u) `eˇt ˚u‹n`e ˜b˘r`a‹n`c‚h`e `d`e log

`d`o“n˚t ˜l´affl ˜lˇi`g›n`e `d`e `c´o˘u¯p˚u˚r`e ¯p`a¯sfi¯sfi`e ¯p`a˚rffl z0. I˜l ˚r`eṡfi˚t´e `àffl ¯p`oşfi`eˇrffl b = ϕu(−i log).
S̊u˚rffl T \ {z0}, ˜l´affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl log ¯p˚r`e›n`dffl `d`eṡ ”vˆa˜l´eˇu˚r¯s ¯p˚u˚r`e›m`e›n˚t ˚i‹m`a`gˇi‹n`a˚i˚r`eṡ,
`a˜l´o˘r¯s b∗ = ϕu(−i log) = ϕu

(
i(− log)

)
= b.

E”nffl `g´é›n`éˇr`a˜l, ˚t´o˘u˚t `é¨l´é›m`e›n˚t ˚u‹n˚i˚t´a˚i˚r`e ”nffl’`a`d‹m`eˇt ¯p`a¯s `d`e ˜l´oˆg´a˚r˚i˚t‚h‹m`e `d`a‹n¯s
C∗(u), ˚i˜l ¯sfi˚u˜f¨fˇi˚t `d`e `c´o“n¯sfi˚i`d`éˇr`eˇrffl u `a‹vfle´c σ(u) = T : ¯sfi˚iffl ˚u‹nffl ˚t´e¨l b `e›xˇi¯sfi˚t´a˚i˚t
˚i˜l `a˚u˚r`a˚i˚t ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e ϕu(f) ¯p`o˘u˚rffl f ∈ C(T), ”m`a˚i¯s (¯p`a˚rffl `e›x´e›m¯p˜l´e) f ¯p˚r`e›n`dffl
˜f´o˘r`c´é›m`e›n˚t ˚u‹n`e ”vˆa˜l´eˇu˚rffl c `d`a‹n¯s `d`eˇu‹x ¯p`o˘i‹n˚tṡ `d˚i˜f¨f´éˇr`e›n˚tṡ s 6= t `d`e T, `a˜l´o˘r¯s
`c’`eṡfi˚t ˜l´e `c´a¯s ¯p`o˘u˚rffl eif `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl, ”m`a˚i¯s ˚u‹nffl `d`o˘i˚t `a‹vˆo˘i˚rffl eif = z.

P˜lˇu¯sfi˚i`eˇu˚r¯s `g´é›n`éˇr`a˜lˇi¯sfi`a˚tˇi`o“n¯s `d˚uffl T‚h`é´o˘r`è›m`e 2.2.5 ¯sfi`o“n˚t ¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˝l´eṡ :
? O”nffl ¯p`eˇu˚t `a¯p¯p˜lˇi`qfi˚u`eˇrffl `d`eṡ ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s ˛h`o˝l´o“m`o˘r¯p˛h`eṡ ¯sfi˚u˚rffl σ(a) `àffl ˚t´o˘u˚t
`é¨l´é›m`e›n˚t a `dffl’˚u‹n`e `a˜l´g´è¨b˘r`e `d`e B`a‹n`a`c‚hffl.

? I˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e ˚u‹nffl `c´a˜l´cˇu˜l ˜bˆo˘r`é¨lˇi`e›nffl `qfi˚u˚iffl ¯p`eˇr‹m`eˇt `dffl’`a¯p¯p˜lˇi`qfi˚u`eˇrffl ˚t´o˘u˚t´e ˜f´o“n`c-
˚tˇi`o“nffl ˜bˆo˘r`é¨lˇi`e›n‹n`e ˜bˆo˘r‹n`é´e `àffl ˚u‹nffl `é¨l´é›m`e›n˚t ”n`o˘r‹m`a˜l, ”m`a˚i¯s ˚i˜l ˜f´a˚u˚t `qfi˚u`e
˜l´affl C∗-`a˜l´g´è¨b˘r`e ¯sfi`o˘i˚t `d`e ”vˆo“nffl Ǹeˇu‹m`a‹n‹nffl, `c’`eṡfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e ˜f´eˇr‹m`é´e `d`a‹n¯s ˜l´affl
˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`e ˜f´o˘r˚t´e `dffl’`op̧`éˇr`a˚t´eˇu˚r¯s ; ¯p`a˚rffl `e›x´e›m¯p˜l´e, `c´e `c´a˜l´cˇu˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e `d`a‹n¯s
B(H).

? E”n˜fˇi‹nffl, `o“nffl ¯p`eˇu˚t `a¯p¯p˜lˇi`qfi˚u`eˇrffl `d`eṡ ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s ˜bˆo˘r‹n`é´eṡ ˜bˆo˘r`é¨lˇi`e›n‹n`eṡ `àffl
˚t´o˘u˚t `op̧`éˇr`a˚t´eˇu˚rffl `a˚u˚t´o-`a`d¯j´o˘i‹n˚t ”n`o“nffl ˜bˆo˘r‹n`é.

D`o“n‹n`o“n¯s `qfi˚u`e¨l´qfi˚u`eṡ `d`éˇt´a˚i˜lṡ ¯sfi˚u˚rffl ˜l´e `d`eˇr‹n˚i`eˇrffl `c´a¯s.

D`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl 2.2.7. S̀o˘i˚t T ˚u‹nffl `op̧`éˇr`a˚t´eˇu˚rffl ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e `d`é¨fˇi‹n˚iffl ¯sfi˚u˚rffl ˚u‹nffl ¯sfi`o˘u¯s-
`eṡfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l `d`e›n¯sfi`e D(T ) `dffl’˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e `d`e H˚i˜l¨bfleˇr˚t H ; `o“nffl `d˚i˚t `qfi˚u`e T

`eṡfi˚t `d`e›n¯sfi`e›m`e›n˚t `d`é¨fˇi‹n˚iffl. O”nffl `d˚i˚t `qfi˚u`e T `eṡfi˚t ˜f´eˇr‹m`é ¯sfi˚iffl ¯sfi`o“nffl `gˇr`a¯p˛h`e `eṡfi˚t ˜f´eˇr‹m`é
`d`a‹n¯s H ×H ; `c’`eṡfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e xn → x, Txn → y ˚i‹m¯p˜lˇi`qfi˚u`e x ∈ D(T ) `eˇt Tx = y.
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L’`op̧`éˇr`a˚t´eˇu˚rffl `a`d¯j´o˘i‹n˚t T ∗ `eṡfi˚t `d`é¨fˇi‹n˚iffl ¯sfi˚u˚rffl

D(T ∗) = {y ∈ H : ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl x 7→ 〈Tx, y〉 `eṡfi˚t ˜bˆo˘r‹n`é´e };

`o“nffl `d`é¨fˇi‹n˚i˚t T ∗y ∈ H ˚t´e¨l `qfi˚u`e 〈Tx, y〉 = 〈x, T ∗y〉 ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x ∈ D(T ). O”nffl
`d˚i˚t `qfi˚u`e T `eṡfi˚t ¯sfi‹y›m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e ¯sfi˚iffl 〈Tx, y〉 = 〈x, Ty〉 ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x, y ∈ D(T ), `eˇt
`a˚u˚t´o-`a`d¯j´o˘i‹n˚t ¯sfi˚iffl T = T ∗ (˚i˜l `e›nffl ¯sfi˚u˚i˚t `qfi˚uffl’˚i˜l `eṡfi˚t ˜f´eˇr‹m`é).

E”x´e›m¯p˜l´e 2.2.8. L’`op̧`éˇr`a˚t´eˇu˚rffl T : f 7→ if ′ `d`é¨fˇi‹n˚iffl ¯sfi˚u˚rffl C1
c (R) ⊂ L2(R) `eṡfi˚t

¯sfi‹y›m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e : ¯p`o˘u˚rffl f, g ∈ D(T )

〈Tf, g〉 = i

∫
R
f ′(t)g(t)dt = i[fg]∞−∞ − i

∫
R
fg′ = 〈f, Tg〉.

S̊iffl fn → f `eˇt f ′n → g `e›nffl ”n`o˘r‹m`e ‖ · ‖2, `o“nffl ”nffl’`a˚u˚r`affl ¯p`a¯s `e›nffl ¯p˚r˚i‹n`cˇi¯p`e
f ∈ C1

c (R), T ”nffl’`eṡfi˚t `d`o“n`c ¯p`a¯s ˜f´eˇr‹m`é. L`eṡ `a`d¯j´o˘i‹n˚tṡ ¯sfi`o“n˚t ˚t´o˘u¯j´o˘u˚r¯s ˜f´eˇr‹m`éṡ,
”m`a˚i¯s `d`a‹n¯s `c´e `c´a¯s T ∗ `a˚u˚r`a˚i˚t ˚u‹nffl `d`o“m`a˚i‹n`e ˚tˇr`op̧ffl `gˇr`a‹n`dffl. I˜l ˜f´a˚u˚t ¯p`oşfi`eˇrffl

D(T ) = {f ∈ L2(R) : f `eṡfi˚t `a˜bşfi`o˝lˇu‹m`e›n˚t `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e `eˇt f ′ ∈ L2(R)},

`a˜l´o˘r¯s T ¯sfi`eˇr`affl `a˚u˚t´o-`a`d¯j´o˘i‹n˚t.

L`affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl ϕ : t→ t− i
t+ i

`eṡfi˚t ˚u‹nffl ˛h`o“m`é´o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e `e›n˚tˇr`e R `eˇt T\{1},
`a‹vfle´c ˜l„˚i‹n‹vfleˇr¯sfi`e t = −iz + 1

z − 1 .

P̊r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl 2.2.9 (T˚r`a‹n¯sfi`o˝f›m`é´e `d`e C`a‹y¨l´e›y). S̀o˘i˚t T ˚u‹nffl `op̧`éˇr`a˚t´eˇu˚rffl
`a˚u˚t´o-`a`d¯j´o˘i‹n˚t. A˜l´o˘r¯s ˜l„˚i‹m`a`g´e `d`e T + i `eṡfi˚t H , ‖Tx+ ix‖ = ‖Tx− ix‖ ¯p`o˘u˚rffl
˚t´o˘u˚t x ∈ D(T ), `eˇt ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl

U : Tx+ ix 7→ Tx− ix, y 7→ (T − i)(T + i)−1y,

`eṡfi˚t ˚u‹nffl `op̧`éˇr`a˚t´eˇu˚rffl ˚u‹n˚i˚t´a˚i˚r`e ¯sfi˚u˚rffl H.

U `eṡfi˚t `a¯p¯p`e¨l´é ˜l´affl ˚tˇr`a‹n¯sfi˜f´o˘r‹m`é´e `d`e C`a‹y¨l´e›y `d`e T . É˚t´a‹n˚t ˚u‹n˚i˚t´a˚i˚r`e, ˚i˜l `eṡfi˚t
”n`o˘r‹m`a˜l `eˇt `o“nffl ¯p`eˇu˚t ”y `a¯p¯p˜lˇi`qfi˚u`eˇrffl ˚t´o˘u˚t´e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e ¯sfi˚u˚rffl σ(U). O”nffl
¯p`oşfi`e

f(T ) = f ◦ ϕ−1(U),

”m`a˚i¯s ˚i˜l ˜f´a˚u˚t `g´a˚r`a‹n˚tˇi˚rffl `qfi˚u`e f ◦ϕ−1 ¯sfi`o˘i˚t `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e `e›nffl 1. A ¯p˚r˚i`o˘r˚iffl, 1 ¯p`eˇu˚t
˜b˘i`e›nffl `êˇtˇr`e `d`a‹n¯s ˜l´e ¯sfi¯p`e´cˇtˇr`e `d`e U , ”m`a˚i¯s ˚i˜l ”n`e ¯p`eˇu˚t ¯p`a¯s `êˇtˇr`e ˚u‹n`e ”vˆa˜l´eˇu˚rffl
¯p˚r`op̧˚r`e.
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E”x´e›m¯p˜l´e 2.2.10. S̊iffl T `eṡfi˚t ¯p`oşfi˚i˚tˇi˜f, 〈Tx, x〉 > 0 ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x ∈ D(T ),
`a˜l´o˘r¯s ˜l´e ¯sfi¯p`e´cˇtˇr`e `d`e U ¯sfi`eˇr`affl `c´o“n˚t´e›n˚uffl `d`a‹n¯s ϕ([0,+∞[), `eˇt `o“nffl ¯p`eˇu˚t `d`o“n‹n`eˇrffl
`d˚uffl ¯sfi`e›n¯s `àffl exp(−T ). L’`op̧`éˇr`a˚t´eˇu˚rffl ∆ = d2

dx2 `eṡfi˚t ”n`é´g´a˚tˇi˜f :∫
R
f ′′f̄ = −

∫
R
f ′f̄ ′ 6 0,

`o“nffl ¯p`eˇu˚t `d`o“n`c `d`é¨fˇi‹n˚i˚rffl exp(−t∆) ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t t > 0. C`e¨l´affl `d`o“n‹n`e ˜l´affl ¯sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“nffl
`d`e ˜l„`é´qfi˚u`a˚tˇi`o“nffl `d`e L`a¯p˜l´a`c´e : u′t = −∆u ¯sfi˚iffl ut = exp(−t∆f), `a‹vfle´c ˜l´affl `c´o“n`d˚i˚tˇi`o“nffl
˚i‹n˚i˚tˇi`a˜l´e u0 = f . L`e ¯p˚r˚i‹n`cˇi¯p`e `eṡfi˚t ˜l´e ”m`ê›m`e `d`a‹n¯s Rn.

A”vfle´c ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e ¯sfi¯p`e´cˇtˇr`a˜l, `o“nffl ¯p`eˇu˚t ˜f´a˚i˚r`e ¯p˜lˇu¯s : `a¯p¯p˜lˇi`qfi˚u`eˇrffl ˚t´o˘u˚t´e
˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl ˜bˆo˘r‹n`é´e ˜bˆo˘r`é¨lˇi`e›n‹n`e, ”m`a˚i¯s `c´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e ”nffl’`e›n˚tˇr`e ¯p`a¯s `d`a‹n¯s ˜l´e `c´o˘u˚r¯s.

(˜fˇi‹nffl `d˚uffl `c´o˘u˚r¯s 9)

2.3 P̀oşfi˚i˚tˇi‹v˘i˚t´é
2.3.1 É˜l´é›m`e›n˚tṡ ¯p`oşfi˚i˚tˇi˜fṡ

A `eṡfi˚t ¯sfi˚u¯p¯p`oşfi`é´e ˚u‹n`e C∗-`a˜l´g´è¨b˘r`e.

D`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl 2.3.1. U”nffl `é¨l´é›m`e›n˚t a ∈ A `eṡfi˚t `d˚i˚t ¯p`oşfi˚i˚tˇi˜f ¯sfi˚iffl a = a∗ `eˇt
σ(a) ⊂ R+ = [0,+∞[. O”nffl ˜l´e ”n`o˘t´e a > 0. L’`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `d`eṡ `é¨l´é›m`e›n˚tṡ ¯p`oşfi˚i˚tˇi˜fṡ
`eṡfi˚t ”n`o˘t´é A+.

R`e›m`a˚r`qfi˚u`e 2.3.2. S̊iffl B ⊂ A ”n`e `c´o“n˚tˇi`e›n˚t ¯p`a¯s ˜l„˚u‹n˚i˚t´é `d`e A, ˜l´e ¯sfi¯p`e´cˇtˇr`e
`d`a‹n¯s B `eˇt `d`a‹n¯s A ¯p`eˇu˚t `êˇtˇr`e `d˚i˜f¨f´éˇr`e›n˚t. E”x´e›m¯p˜l´e : A = C([0, 1] ∪ [2, 3]),
B = {f ∈ A : f |[0,1] ≡ 0}. P̀o˘u˚rffl f ∈ B, `o“nffl `affl σB(f) = f([2, 3]) `eˇt σA(f) =

σB(f) ∪ {0}.

P̊r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl 2.3.3. S̊iffl B `eṡfi˚t ˚u‹n`e ¯sfi`o˘u¯s-C∗-`a˜l´g´è¨b˘r`e `d`e A, `a˜l´o˘r¯s
σA(b) ∪ {0} = σB(b) ∪ {0} ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t b ∈ B.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. E”nffl ¯p`a¯sfi¯sfi`a‹n˚t `àffl Ã ¯sfi˚iffl A ”nffl’`affl ¯p`a¯s `dffl’˚u‹n˚i˚t´é, `o“nffl ¯p`eˇu˚t ¯sfi˚u¯pffl-
¯p`oşfi`eˇrffl A ˚u‹n˚i˜f´èˇr`e. S̊iffl B `c´o“n˚tˇi`e›n˚t ˜l„˚u‹n˚i˚t´é `d`e A, `o“nffl `affl σA(b) = σB(b) ¯p`o˘u˚rffl
˚t´o˘u˚t b ∈ B.

S̊i‹n`o“nffl ¯sfi`o˘i˚t B1 := B⊕C1A. C’`eṡfi˚t ˚u‹n`e ¯sfi`o˘u¯s-C∗-`a˜l´g´è¨b˘r`e `d`e A `c´o“n˚t´e›n`a‹n˚t
˜l„˚u‹n˚i˚t´é, `d`o“n`c σA(b) = σB1(b) ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t b ∈ B. C`eˇtˇt´e `a˜l´g´è¨b˘r`e `eṡfi˚t `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl
˚i¯sfi`o“m`o˘r¯p˛h`e `àffl ˜l„`a`d¯j´o“n`cˇtˇi`o“nffl `d`e ˜l„˚u‹n˚i˚t´é `e›xˇt´éˇr˚i`eˇu˚r`e `àffl B (`qfi˚uffl’`e¨l¨l´e ¯sfi`o˘i˚t ˚u‹n˚i˜f´èˇr`e
`o˘uffl ”n`o“nffl). S̊iffl B ”nffl’`affl ¯p`a¯s `dffl’˚u‹n˚i˚t´é, `a˜l´o˘r¯s B1 ' B̃ `eˇt σB1(b) = σB(b) ¯p`o˘u˚rffl
˚t´o˘u˚t b ∈ B.

25



E”n˜fˇi‹nffl, ¯sfi˚u¯p¯p`oşfi`o“n¯s `qfi˚u`e B `affl ˚u‹n`e ˚u‹n˚i˚t´é e `d˚i˜f¨f´éˇr`e›n˚t´e `d`e 1A. D`a‹n¯s `c´e `c´a¯s
B1 `eṡfi˚t ˚i¯sfi`o“m`o˘r¯p˛h`e `àffl B⊗C `a‹vfle´c ˜l„˚i¯sfi`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e ϕ(b−λ1) = (b−λe, −λ) ;
¯sfi˚iffl λ 6= 0, ˜l„`é¨l´é›m`e›n˚t b − λ1 `eṡfi˚t `d`o“n`c ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi˚i˜b˝l´e `d`a‹n¯s B1 ¯sfi¯sfi˚iffl b − λe `eṡfi˚t
˚i‹n‹vfleˇr¯sfi˚i˜b˝l´e `d`a‹n¯s B, `dffl’`o˘ùffl σB(b) ∪ {0} = σB1(b) ∪ {0}.

P̊r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl 2.3.4. S̊iffl B `eṡfi˚t ˚u‹n`e ¯sfi`o˘u¯s-C∗-`a˜l´g´è¨b˘r`e `d`e A, `a˜l´o˘r¯s B+ =

B ∩A+.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. L’`é´g´a˜lˇi˚t´é σA(b)∪{0} = σB(b)∪{0} ”m`o“n˚tˇr`e `qfi˚u`e σB(b) ⊂ R+

¯sfi¯sfi˚iffl σA(b) ⊂ R+ ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t b ∈ B.

P̊r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl 2.3.5. S̀o˘i˚t a > 0, `a˜l´o˘r¯s ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e ˚u‹n˚i`qfi˚u`e b ∈ A+ ˚t´e¨l `qfi˚u`e
b2 = a. O”nffl ˜l´e ”n`o˘t´e b =

√
a.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. D`a‹n¯s Ã, `o“nffl ¯p`eˇu˚t `a¯p¯p˜lˇi`qfi˚u`eˇrffl `àffl a ˜l´affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl √· `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e
¯sfi˚u˚rffl ¯sfi`o“nffl ¯sfi¯p`e´cˇtˇr`e, `c´e¨l´affl `d`o“n‹n`e b =

√
a ∈ C∗(a) ˚t´e¨l `qfi˚u`e b2 = a. T`o˘u˚t´e

˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e ¯sfi˚u˚rffl σ(a) ¯s’`a‹n‹n˚u˜l´a‹n˚t `e›nffl 0 `eṡfi˚t ˜l´affl ˜lˇi‹m˚i˚t´e `d`e ¯p`o˝l›y›n`ô“m`eṡ
¯sfi`a‹n¯s ˜l´e ˚t´eˇr‹m`e ˜lˇi˜b˘r`e, `d`o“n`c `e›nffl ˚r`é´a˜lˇi˚t´é b ∈ A.

S̊u¯p¯p`oşfi`o“n¯s `qfi˚u`e c ∈ A+ ”vfléˇr˚i˜fˇi`e ˜l´affl ”m`ê›m`e `é´g´a˜lˇi˚t´é c2 = a. O”nffl `affl ca =

c3 = ac, `d`o“n`c c `c´o“m‹m˚u˚t´e `a‹vfle´c a `eˇt ˚t´o˘u¯s ˜l´eṡ ¯p`o˝l›y›n`ô“m`eṡ `e›nffl a, `d`o“n`c `a‹vfle´c
C∗(a) (˚r`a¯p¯p`e¨l´o“n¯s `qfi˚u`e a = a∗) `eˇt `e›nffl ¯p`a˚r˚tˇi`cˇu˜lˇi`eˇrffl, `a‹vfle´c b. S̀o˘i˚t B ⊂ A ˜l´affl
C∗-`a˜l´g´è¨b˘r`e, `c´o“m‹m˚u˚t´a˚tˇi‹vfle, `e›n`g´e›n`d˚r`é´e ¯p`a˚rffl b `eˇt c ; `e¨l¨l´e `c´o“n˚tˇi`e›n˚t a, `eˇt `eṡfi˚t
˚i¯sfi`o“m`o˘r¯p˛h`e `àffl C0(Ω) `o˘ùffl Ω `eṡfi˚t ˜l´e ¯sfi¯p`e´cˇtˇr`e `d`e B. O”nffl `affl b̂ 2

= ĉ 2 = â. L`eṡ
`é¨l´é›m`e›n˚tṡ b `eˇt c ¯sfi`o“n˚t ¯p`oşfi˚i˚tˇi˜fṡ `d`a‹n¯s B (¯p`a˚rffl ˜l´affl ¯p˚r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl ¯p˚r`é´c´é´d`e›n˚t´e),
`d`o“n`c b̂(χ) > 0 `eˇt ĉ(χ) > 0 ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t χ ∈ Ω. I˜l `e›nffl ¯sfi˚u˚i˚t b̂ = ĉ `eˇt `e›n˜fˇi‹nffl
b = c.

P̀o˘u˚rffl a = a∗, `o“nffl `affl a2 > 0 (`c´a˚rffl ˜l´e ¯sfi¯p`e´cˇtˇr`e `d`e a `eṡfi˚t ˚r`é´e¨l), `eˇt `o“nffl ¯p`oşfi`e,
`affl ¯p˚r˚i`o˘r˚iffl `d`a‹n¯s Ã :

|a| =
√
a2, a+ = 1

2(a+ |a|), a− = 1
2(|a| − a).

P̀a˚rffl ˜l´eṡ ¯p˚r`op̧˚r˚i`éˇt´éṡ `d˚uffl `c´a˜l´cˇu˜l ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n‹n`e¨l `c´o“n˚tˇi‹n˚uffl, `o“nffl `affl

a± > 0, a = a+ − a−, a+a− = a−a+ = 0.

C`eṡ `é¨l´é›m`e›n˚tṡ `a¯p¯p`a˚r˚tˇi`e›n‹n`e›n˚t `àffl ˜l„`a˜l´g´è¨b˘r`e `e›n`g´e›n`d˚r`é´e ¯p`a˚rffl a, ¯sfi`a‹n¯s ˜l´eṡ `c´o“n¯sfi˚t´a‹n˚t´eṡ,
`d`o“n`c ˚i˜lṡ ¯sfi`o“n˚t `d`a‹n¯s A ”m`ê›m`e ¯sfi˚iffl A ”nffl’`affl ¯p`a¯s `dffl’˚u‹n˚i˚t´é.

P̊r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl 2.3.6. S̊u¯p¯p`oşfi`o“n¯s `qfi˚u`e A `eṡfi˚t ˚u‹n˚i˜f´èˇr`e.
? S̊iffl a = a∗ `eˇt ‖t− a‖ 6 t `a‹vfle´c t > 0, `a˜l´o˘r¯s a > 0.
? S̊iffl a > 0 `eˇt ‖a‖ 6 1, `a˜l´o˘r¯s ‖1− a‖ 6 1.
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D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. D`a‹n¯s ˚t´o˘u˚t´eṡ ˜l´eṡ `d`eˇu‹x `a¯sfi¯sfi`eˇr˚tˇi`o“n¯s, a `eṡfi˚t `a˚u˚t´o-`a`d¯j´o˘i‹n˚t,
`d`o“n`c ˜l„`a˜l´g´è¨b˘r`e C∗(a) `eṡfi˚t `c´o“m‹m˚u˚t´a˚tˇi‹vfle. L’`é´g´a˜lˇi˚t´é ‖t − a‖ 6 t ˚i‹m¯p˜lˇi`qfi˚u`e
‖t − â‖∞ 6 t, `d`a‹n¯s ˜l´e ¯sfi`e›n¯s `d`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s ¯sfi˚u˚rffl ˜l´e ¯sfi¯p`e´cˇtˇr`e `d`e C∗(a) ; `c´e
”nffl’`eṡfi˚t ¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˝l´e `qfi˚u`e ¯sfi˚iffl â > 0, `dffl’`o˘ùffl a > 0 (`d`a‹n¯s C∗(a) `eˇt `d`a‹n¯s A).

S̊iffl a > 0 `eˇt ‖a‖ 6 1, `a˜l´o˘r¯s 0 6 â 6 1, `d`o“n`c ‖1− â‖∞ = ‖1− a‖ 6 1.

C`o˘r`o˝l¨l´a˚i˚r`e 2.3.7. U”nffl `é¨l´é›m`e›n˚t `a˚u˚t´oˆa`d¯j´o˘i‹n˚t a `eṡfi˚t ¯p`oşfi˚i˚tˇi˜f ¯sfi¯sfi˚iffl
∥∥a− ‖a‖∥∥ 6 ‖a‖.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. O”nffl ¯p`eˇu˚t ¯sfi˚u¯p¯p`oşfi`eˇrffl a 6= 0, `eˇt `o“nffl `a¯p¯p˜lˇi`qfi˚u`e ˜l´affl ¯p˚r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl
¯p˚r`é´c´é´d`e›n˚t´e `àffl a/‖a‖ `qfi˚u˚iffl `affl ˜l´affl ”n`o˘r‹m`e 1.

P̊r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl 2.3.8. A+ `eṡfi˚t ˚u‹nffl `c´ô“n`e ˜f´eˇr‹m`é `c´o“n‹vfle›x´e `d`a‹n¯s A, ˚t´e¨l `qfi˚u`e
A+ ∩ (−A+) = {0}.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. P̀o˘u˚rffl a ∈ A+ `eˇt t ∈ R+, `o“nffl `affl `é›v˘i`d`e›m‹m`e›n˚t ta ∈ A+.
S̀o˘i`e›n˚t a, b ∈ A+. A”vfle´c t = ‖a‖+ ‖b‖, `o“nffl `affl

‖a+ b− t‖ 6
∥∥a− ‖a‖∥∥+

∥∥b− ‖b‖∥∥ 6 ‖a‖+ ‖b‖ = t,

`d`o“n`c a + b > 0. L`affl `c´o“n‹vfle›xˇi˚t´é `eṡfi˚t ”m`a˚i‹n˚t´e›n`a‹n˚t `é›v˘i`d`e›n˚t´e. L’˚i‹n`é´g´a˜lˇi˚t´é `d˚uffl
`c´o˘r`o˝l¨l´a˚i˚r`e 2.3.7 ”m`o“n˚tˇr`e `qfi˚u`e A+ `eṡfi˚t ˜f´eˇr‹m`é.

E”n˜fˇi‹nffl, ¯sfi˚iffl a > 0 `eˇt −a > 0, `a˜l´o˘r¯s σ(a) = {0} `dffl’`o˘ùffl ‖a‖ = ρ(a) = 0.

R`e›m`a˚r`qfi˚u`e 2.3.9. O”nffl ¯sfi`a˚i˚t `qfi˚u`e ˜l´e ¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t `d`e `d`eˇu‹x ¯p`oşfi˚i˚tˇi˜f ”nffl’`eṡfi˚t ¯p`a¯s
˚t´o˘u¯j´o˘u˚r¯s ¯p`oşfi˚i˚tˇi˜f. O”nffl ¯p`eˇu˚t ˜l´e ”vfléˇr˚i˜fˇi`eˇrffl ¯sfi˚u˚rffl ˜l„`e›x´e›m¯p˜l´e `d`e

A =

1 2

2 5

 , B =

 1 −1

−1 2

 .

(˜fˇi‹nffl `d˚uffl `c´o˘u˚r¯s 10)

P̊r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl 2.3.10. S̀o˘i˚t B ˚u‹n`e `a˜l´g´è¨b˘r`e ˚u‹n˚i˜f´èˇr`e `eˇt a, b ∈ B, `a˜l´o˘r¯s
σ(ab) ∪ {0} = σ(ba) ∪ {0}.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. S̀o˘i˚t λ 6= 0. S’˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e (ab−λ)−1 = c, `a˜l´o˘r¯s abc = 1+λc =

cab `eˇt
(ba− λ)(bca− 1) = b(1 + λc)a− ba− λbca+ λ = λ,

`eˇt `d`e ”m`ê›m`e (bca− 1)(ba− λ) = λ, `d`o“n`c ba− λ `eṡfi˚t ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi˚i˜b˝l´e.

P̊r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl 2.3.11. U”nffl `é¨l´é›m`e›n˚t `a˚u˚t´oˆa`d¯j´o˘i‹n˚t a ∈ A `eṡfi˚t ¯p`oşfi˚i˚tˇi˜f ¯sfi¯sfi˚iffl
a = bb∗ `a‹vfle´c b ∈ A.
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D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. S̊iffl a > 0, `a˜l´o˘r¯s a = bb∗ `a‹vfle´c b = b∗ =
√
a. S̀o˘i˚t a = bb∗.

O”nffl `d`é´c´o“m¯p`oşfi`e a = a+ − a− = u2 − v2 `a‹vfle´c u, v ∈ A+ ˚t´e¨lṡ `qfi˚u`e uv = vu = 0

(`c´e ¯sfi`o“n˚t `d`eṡ ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s `d`e a). O”nffl `a˚u˚r`affl :

vav = (vb)(vb)∗ = vbb∗v∗ = v(u2 − v2)v = −v4 ∈ −A+.

E”nffl `é´cˇr˚i‹vˆa‹n˚t vb = x+ iy `a‹vfle´c x, y `a˚u˚t´o-`a`d¯j´o˘i‹n˚tṡ, `o“nffl `c´a˜l´cˇu˜l´e

(vb)∗(vb) + vb(vb)∗ = (x− iy)(x+ iy) + (x+ iy)(x− iy) = 2x2 + 2y2,

`dffl’`ò˘uffl
(vb)∗(vb) = 2x2 + 2y2 + v4 > 0.

P̀a˚rffl ˜l´affl ¯p˚r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl ¯p˚r`é´c´é´d`e›n˚t´e, `o“nffl `affl `é´g´a˜l´e›m`e›n˚t (vb)(vb)∗ > 0. M`a˚i¯s
`a˜l´o˘r¯s vb(vb)∗ = 0, `dffl’`o˘ùffl vb = 0 `eˇt 0 = vav = −v4 `d`o“n`c v = 0, `eˇt a `eṡfi˚t
¯p`oşfi˚i˚tˇi˜f.

C`o˘r`o˝l¨l´a˚i˚r`e 2.3.12. U”nffl `op̧`éˇr`a˚t´eˇu˚rffl A ∈ B(H) `eṡfi˚t ¯p`oşfi˚i˚tˇi˜f ¯sfi¯sfi˚iffl 〈Ax, x〉 > 0

¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x ∈ H.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. S̊iffl A > 0, `o“nffl ¯p`eˇu˚t ˚r`eṗ˚r`éṡfi`e›n˚t´eˇrffl A = B∗B `a‹vfle´c B ∈

B(H), `a˜l´o˘r¯s 〈Ax, x〉 = ‖Bx‖2 > 0 ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x ∈ H.
S̊iffl ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e 〈A·, ·〉 `eṡfi˚t ¯p`oşfi˚i˚tˇi‹vfle, `a˜l´o˘r¯s ˚i˜l `e›nffl ¯sfi˚u˚i˚t `qfi˚u`e A = A∗ :

〈Ax, x〉 = 〈x,Ax〉− = 〈x,Ax〉,

`dffl’`o˘ùffl ¯p`a˚rffl ˜l„˚i`d`e›n˚tˇi˚t´é `d`e ¯p`o˝l´a˚r˚i¯sfi`a˚tˇi`o“nffl

〈Ax, y〉 = 1
4
∑
k=03

ik〈A(x+ iky), x+ iky〉 = 〈x,Ay〉.

E˚t `e›n¯sfi˚u˚i˚t´e, ¯p`o˘u˚rffl λ < 0 `o“nffl `affl

〈(A− λ)x, x〉 > |λ|‖x‖2,

`dffl’`o˘ùffl ‖(A−λ)x‖ > |λ|‖x‖ `eˇt ker(A−λ) = 0. A˚uffl ”m`ê›m`e ˚t´e›m¯p¯s, [(A−λ)H
]⊥ =

ker
(
(A− λ)∗

)
= ker(A− λ) = 0, `d`o“n`c ˜l„˚i‹m`a`g´e `d`e A− λ `eṡfi˚t `d`e›n¯sfi`e `d`a‹n¯s H.

E”n˜fˇi‹nffl, `e¨l¨l´e `eṡfi˚t ˜f´eˇr‹m`é´e `c´a˚rffl (A − λ)xn → y ˚i‹m¯p˜lˇi`qfi˚u`e ‖xn − xm‖ → 0,
n,m→∞, `dffl’`o˘ùffl ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e x = lim xn `eˇt y = (A− λ)x. O”nffl ”vˆo˘i˚t `qfi˚u`e A− λ
`eṡfi˚t ˜b˘i¯j´e´cˇtˇi˜f `eˇt ˜bˆo˘r‹n`é `d`o“n`c ˚i˜l `eṡfi˚t ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi˚i˜b˝l´e, `eˇt λ /∈ σ(A).

D`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl 2.3.13. O”nffl ”n`o˘t´e |a| = √a∗a ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t a ∈ A, `eˇt Ah = {a ∈

A : a = a∗}. P̀o˘u˚rffl a, b ∈ Ah `o“nffl `d˚i˚t `qfi˚u`e a 6 b ¯sfi˚iffl b − a > 0. C’`eṡfi˚t ˚u‹n`e
˚r`e¨l´a˚tˇi`o“nffl `dffl’`o˘r`d˚r`e.
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T‚h`é´o˘r`è›m`e 2.3.14. D`a‹n¯s ˚u‹n`e C∗-`a˜l´g´è¨b˘r`e A,
1. A+ = {b∗b : b ∈ A} ;
2. S̊iffl a, b ∈ Ah `eˇt a 6 b, `a˜l´o˘r¯s c∗ac 6 c∗bc ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t c ∈ A.
3. S̊iffl 0 6 a 6 b, `a˜l´o˘r¯s :

(`affl) a 6 ‖a‖ ;
(˜b) ‖a‖ 6 ‖b‖ ;
(`c) a > 1 ˚i‹m¯p˜lˇi`qfi˚u`e `qfi˚u`e a `eṡfi˚t ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi˚i˜b˝l´e `eˇt a−1 6 1 ;
(`dffl) ¯sfi˚iffl a, b ¯sfi`o“n˚t ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi˚i˜b˝l´eṡ, `a˜l´o˘r¯s 0 6 b−1 6 a−1 ;

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. (1) `eṡfi˚t `d`éj̇´àffl `d`é›m`o“n˚tˇr`é. D`a‹n¯s (2), b − a > 0 ˚i‹m¯p˜lˇi`qfi˚u`e
b− a = d∗d ¯p`o˘u˚rffl d ∈ A, `a˜l´o˘r¯s c∗(b− a)c = c∗d∗dc = (dc)∗dc > 0.

(3) S̀o˘i˚t 0 6 a 6 b. O”nffl ¯p`eˇu˚t ¯sfi˚u¯p¯p`oşfi`eˇrffl A ˚u‹n˚i˜f´èˇr`e.
(`affl) D`a‹n¯s C∗(a), `o“nffl `affl â 6 ‖a‖ `d`o“n`c a 6 ‖a‖.
(˜b) O”nffl `affl a 6 b 6 ‖b‖. D`a‹n¯s C∗(a), `o“nffl `affl `d`o“n`c â 6 ‖b‖ `dffl’`o˘ùffl ‖a‖ =

‖â‖∞ 6 ‖b‖.
(`c) S̊iffl a > 1, `a˜l´o˘r¯s σ(a− 1) ⊂ R+ `d`o“n`c 0 /∈ σ(a). E”n¯sfi˚u˚i˚t´e,

σ(a−1) = {λ−1 : λ ∈ σ(a)} ⊂ ]0, 1]

`dffl’`o˘ùffl 1− a−1 > 0.
(`dffl) D`e 1 = a−1/2aa−1/2 6 a−1/2ba−1/2 ˚i˜l ¯sfi˚u˚i˚t a1/2b−1a1/2 6 1 `d`o“n`c

b−1 6 a−1.

2.3.2 F̀o“n`cˇtˇi`o“n¯s ”m`o“n`o˘t´o“n`eṡ `dffl’`op̧`éˇr`a˚t´eˇu˚r¯s
D`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl 2.3.15. O”nffl `d˚i˚t `qfi˚uffl’˚u‹n`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl f : R+ → R `eṡfi˚t ”m`o“n`o-

˚t´o“n`e `dffl’`op̧`éˇr`a˚t´eˇu˚r¯s ¯sfi˚iffl 0 6 a 6 b ˚i‹m¯p˜lˇi`qfi˚u`e f(a) 6 f(b) ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t´e ¯p`a˚i˚r`e
`dffl’`é¨l´é›m`e›n˚tṡ a, b `dffl’˚u‹n`e C∗-`a˜l´g´è¨b˘r`e.

O”nffl ¯p`eˇu˚t ”m`o“n˚tˇr`eˇrffl `qfi˚u`e f(t) =
√
|t| `eṡfi˚t ”m`o“n`o˘t´o“n`e, ”m`a˚i¯s f(t) = t2 ”n`e

˜l„`eṡfi˚t ¯p`a¯s.
(˜fˇi‹nffl `d˚uffl `c´o˘u˚r¯s 11)

P̊r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl 2.3.16. L`affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl f(t) = t

1 + t
`eṡfi˚t ”m`o“n`o˘t´o“n`e `dffl’`op̧`éˇr`affl-

˚t´eˇu˚rffl.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. S̀o˘i˚t 0 6 a 6 b. O”nffl `affl `a˜l´o˘r¯s 1 +a 6 1 + b, `dffl’`o˘ùffl (1 + b)−1 6

(1 + a)−1. O”nffl `c´a˜l´cˇu˜l´e
t

1 + t
= 1− 1

1 + t
,
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`dffl’`o˘ùffl
b(1 + b)−1 − a(1− a)−1 = (1 + a)−1 − (1 + b)−1 > 0.

2.3.3 U”n˚i˚t´éṡ `a¯p¯p˚r`o“xˇi‹m`a˚tˇi‹vfleṡ
S̀o˘i˚t A ˚u‹n`e C∗-`a˜l´g´è¨b˘r`e. O”nffl ”n`o˘t´e Λ = {a ∈ A+ : ‖a‖ < 1}.
L’`e›n‹vfle¨l´op̧¯p`e ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e `d`e Λ `eṡfi˚t A.

P̊r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl 2.3.17. P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u¯s a, b ∈ Λ ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e c ∈ Λ ˚t´e¨l `qfi˚u`e a 6 c

`eˇt b 6 c.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. P̀o˘u˚rffl a, b ∈ Λ ˜l´eṡ `é¨l´é›m`e›n˚tṡ 1− a, 1− b ¯sfi`o“n˚t ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi˚i˜b˝l´eṡ
`d`a‹n¯s Ã. O”nffl ¯p`oşfi`e a1 = a(1 − a)−1 > 0, b1 = b(1 − b)−1, `d`e ¯sfi`o˘r˚t´e `qfi˚u`e
a = f(a1), b = f(b1) `a‹vfle´c f(t) = t/(1 + t). S̀o˘i˚t c = f(a1 + b1), `a˜l´o˘r¯s
a1 6 a1 +b1 ˚i‹m¯p˜lˇi`qfi˚u`e a = f(a1) 6 c `eˇt `d`e ”m`ê›m`e b 6 c. O”nffl ”n`o˘t´e ˜fˇi‹n`a˜l´e›m`e›n˚t
`qfi˚u`e ”m`ê›m`e ¯sfi˚iffl A ”nffl’`affl ¯p`a¯s `dffl’˚u‹n˚i˚t´é, `o“nffl `affl a1, b1, c ∈ A.

D`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl 2.3.18. U”nffl `e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e D `o˘r`d`o“n‹n`é `eṡfi˚t `d˚i˚t ˜fˇi˜lˇtˇr`a‹n˚t ¯sfi˚iffl ¯p`o˘u˚rffl
˚t´o˘u¯s a, b ∈ D ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e c ∈ D ˚t´e¨l `qfi˚u`e a 6 c `eˇt b 6 c. U”n`e ¯sfi˚u˚i˚t´e `g´é›n`éˇr`a˜lˇi¯sfi`é´e
`eṡfi˚t ˚u‹n`e ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e ˚i‹n`d`e›x´é´e ¯p`a˚rffl ˚u‹nffl `e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `o˘r`d`o“n‹n`é ˜fˇi˜lˇtˇr`a‹n˚t. U”n`e ¯sfi˚u˚i˚t´e
`g´é›n`éˇr`a˜lˇi¯sfi`é´e (ui)i∈D `d`a‹n¯s ˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`qfi˚u`e E `c´o“n‹vfleˇr`g´e ”vfleˇr¯s u ∈ E
¯sfi˚iffl ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t ”vˆo˘i¯sfi˚i‹n`a`g´e V `d`e u ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e i0 ∈ D ˚t´e¨l `qfi˚u`e i > i0 ˚i‹m¯p˜lˇi`qfi˚u`e
ui ∈ V .

T‚h`é´o˘r`è›m`e 2.3.19. L’`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e Λ `eṡfi˚t ˚u‹n`e ˚u‹n˚i˚t´é `a¯p¯p˚r`o“xˇi‹m`a˚tˇi‹vfle `d`a‹n¯s
A : `c’`eṡfi˚t ˚u‹nffl `e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `o˘r`d`o“n‹n`é ˜fˇi˜lˇtˇr`a‹n˚t, `eˇt ˚u‹n`e ¯sfi˚u˚i˚t´e `g´é›n`éˇr`a˜lˇi¯sfi`é´e ˚i‹n`d`e›x´é´e
¯p`a˚rffl `e¨l¨l´e-”m`ê›m`e ; ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t a ∈ A, ˜l´eṡ ¯sfi˚u˚i˚t´eṡ `g´é›n`éˇr`a˜lˇi¯sfi`é´eṡ (au)u∈Λ, (ua)u∈Λ

`c´o“n‹vfleˇr`g´e›n˚t ”vfleˇr¯s a `e›nffl ”n`o˘r‹m`e.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. C`o“m‹m`e A `eṡfi˚t `e›n`g´e›n`d˚r`é´e ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e›m`e›n˚t ¯p`a˚rffl Λ, ˚i˜l ¯sfi˚u˜f¨fˇi˚t
`d`e `c´o“n¯sfi˚i`d`éˇr`eˇrffl a ∈ Λ. P̀o˘u˚rffl n ∈ N, ¯sfi`o˘i˚t

fn(t) = t

t+ 1
n

`eˇt un = fn(a). A ¯p˚r˚i`o˘r˚iffl ˜l´e `c´a˜l´cˇu˜l ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n‹n`e¨l `eṡfi˚t `d`é¨fˇi‹n˚iffl `d`a‹n¯s Ã, ”m`a˚i¯s
un ∈ A `c´a˚rffl fn(0) = 0. S̊u˚rffl [0, ‖a‖] ⊂ [0, 1], ˜l´affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl fn `eṡfi˚t `cˇr`o˘i¯sfi¯sfi`a‹n˚t´e
`eˇt ¯p`oşfi˚i˚tˇi‹vfle, `d`o“n`c un > 0 `eˇt ‖un‖ 6 fn(‖a‖) 6 fn(1) < 1 `eˇt un ∈ Λ. O”nffl `affl

0 6 t
(
1− fn(t)

)
= 1
n

t

t+ 1
n

6
1
n
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¯p`o˘u˚rffl t > 0, `d`o“n`c ‖a − aun‖ = ‖a − una‖ 6 1/n → 0. P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t ε > 0 `o“nffl
¯p`eˇu˚t `c‚h`o˘i¯sfi˚i˚rffl n ∈ N ˚t´e¨l `qfi˚u`e 1/n < ε, `a˜l´o˘r¯s ¯p`o˘u˚rffl v ∈ Λ ˚t´e¨lṡ `qfi˚u`e v > un `o“nffl
`affl 1− v 6 1− un `eˇt

a1/2(1− v)a1/2 6 a1/2(1− un)a1/2 = a− aun,

`d`o“n`c (`c´o“m‹m`e a, v ∈ Ah `eˇt 1− v 6 1)

‖a− av‖ = ‖a(1− v)2a‖ 6 ‖a(1− v)a‖

6 ‖a1/2(1− v)a1/2‖ 6 ‖a− aun‖ 6 1/n < ε.

O”nffl `o˝b˘tˇi`e›n˚t ˜l„˚i‹n`é´g´a˜lˇi˚t´é ‖a− va‖ < ε `d`e ˜l´affl ”m`ê›m`e ˜f´a`ç´o“nffl.

C`o˘r`o˝l¨l´a˚i˚r`e 2.3.20. S̊iffl A `eṡfi˚t ¯sfi`éṗ`a˚r`a˜b˝l´e, `a˜l´o˘r¯s `e¨l¨l´e `a`d‹m`eˇt ˚u‹n`e ˚u‹n˚i˚t´é
`a¯p¯p˚r`o“xˇi‹m`a˚tˇi‹vfle `d`é›n`o“m˜b˘r`a˜b˝l´e (un)n∈N.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. S̀o˘i˚t {an}n∈N ˚u‹nffl `e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `d`e›n¯sfi`e `d`a‹n¯s A. P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t
m ∈ N, ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e um ∈ Λ ˚t´e¨l `qfi˚u`e ‖an−anum‖ < 1/m `eˇt ‖an−uman‖ < 1/m

¯p`o˘u˚rffl n = 1, . . . ,m : ˚i˜l ˜f´a˚u˚t `c‚h`o˘i¯sfi˚i˚rffl unm ¯p`o˘u˚rffl `c‚h`a`qfi˚u`e n = 1, . . . ,m `eˇt
¯p˚r`e›n`d˚r`e ˚u‹nffl ”m`a¯j´o˘r`a‹n˚t um `d`e ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e ˜fˇi‹n˚iffl {unm}n=1,...,m. M`o“n˚tˇr`o“n¯s
`qfi˚u`e (um) `eṡfi˚t ˚u‹n`e ˚u‹n˚i˚t´é `a¯p¯p˚r`o“xˇi‹m`a˚tˇi‹vfle. P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t a ∈ A `eˇt ε > 0 ¯sfi`o˘i˚t
n,m0 ˚t´e¨lṡ `qfi˚u`e ‖a− an‖ < ε/3 `eˇt 1/m0 < ε/3. P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t m > m0 `o“nffl `affl

‖a− aum‖ 6 ‖a− an‖+ ‖an − anum‖+ ‖(an − a)um‖

<
ε

3 + 1
m

+ ‖an − a‖ < ε.

D`e ˜l´affl ”m`ê›m`e ˜f´a`ç´o“nffl, `o“nffl `o˝b˘tˇi`e›n˚t ‖a− uma‖ < ε.

T‚h`é´o˘r`è›m`e 2.3.21. T`o˘u˚t ˚i`d`é´a˜l ˜b˘i˜l´a˚t´éˇr`a˜l I ⊂ A `eṡfi˚t `a˚u˚t´o-`a`d¯j´o˘i‹n˚t.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. O”nffl ¯p`eˇu˚t ¯sfi˚u¯p¯p`oşfi`eˇrffl A ˚u‹n˚i˜f´èˇr`e. L’˚i‹n˚t´eˇr¯sfi`e´cˇtˇi`o“nffl B = I∩I∗

`eṡfi˚t ˚u‹n`e C∗-`a˜l´g´è¨b˘r`e. E˜l¨l´e ¯p`oşfi¯sfi`è´d`e ˚u‹n`e ˚u‹n˚i˚t´é `a¯p¯p˚r`o“xˇi‹m`a˚tˇi‹vfle (ui) `cˇr`o˘i¯s-
¯sfi`a‹n˚t´e `d`a‹n¯s ˜l´affl ˜bˆo˘u˜l´e ˚u‹n˚i˚t´é `d`e B+. P̀o˘u˚rffl a ∈ I , `o“nffl `affl a∗a ∈ B (`o“nffl ˚u˚tˇi˜lˇi¯sfi`e
˜l´e ˜f´a˚i˚t `qfi˚u`e I `eṡfi˚t ˚u‹nffl ˚i`d`é´a˜l `g´a˚u`c‚h`e) `d`o“n`c a∗a(1− ui)→ 0. I˜l `e›nffl ¯sfi˚u˚i˚t `qfi˚u`e

‖a(1− ui)‖2 = ‖(1− ui)a∗a(1− ui)‖ 6 ‖a∗a(1− ui)‖ → 0.

M`a˚i‹n˚t´e›n`a‹n˚t a∗ = lim(aui)∗ = uia
∗ ∈ I `c´a˚rffl ui ∈ I `eˇt I `eṡfi˚t ˚u‹nffl ˚i`d`é´a˜l

`d˚r`o˘i˚t´e. D`o“n`c I = I∗ ; `o“nffl ”n`o˘t´e `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl `qfi˚u`e (ui) `eṡfi˚t ˚u‹n`e ˚u‹n˚i˚t´é `a¯p¯p˚r`oˆc‚h`é´e `d`e
I = I ∩ I∗.

(˜fˇi‹nffl `d˚uffl `c´o˘u˚r¯s 12)
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C`o˘r`o˝l¨l´a˚i˚r`e 2.3.22. S̀o˘i˚t I ⊂ A ˚u‹nffl ˚i`d`é´a˜l ˜b˘i˜l´a˚t´éˇr`a˜l, `a˜l´o˘r¯s A/I `eṡfi˚t ˚u‹n`e
C∗-`a˜l´g´è¨b˘r`e `a‹vfle´c ˜l´affl ”n`o˘r‹m`e `qfi˚u`o˘tˇi`e›n˚t.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. I˜l `eṡfi˚t `c¨l´a˚i˚rffl `qfi˚u`e A/I `eṡfi˚t ˚u‹n`e ∗-`a˜l´g´è¨b˘r`e `d`e B`a‹n`a`c‚hffl. S̀o˘i˚t
(ui) ˚u‹n`e ˚u‹n˚i˚t´é `a¯p¯p˚r`oˆc‚h`é´e (`qfi˚uffl’`o“nffl ¯sfi˚u¯p¯p`oşfi`e ˚t´o˘u¯j´o˘u˚r¯s ¯p`oşfi˚i˚tˇi‹vfle `eˇt `d`a‹n¯s ˜l´affl
˜bˆo˘u˜l´e ˚u‹n˚i˚t´é) `d`e I. P̀o˘u˚rffl a ∈ A `eˇt ε > 0 ¯sfi`o˘i˚t b ∈ I ˚t´e¨l `qfi˚u`e ‖a+b‖ < ‖a+I‖+ε,
`eˇt ¯sfi`o˘i˚t i0 ˚t´e¨l `qfi˚u`e ‖b− bui‖ < ε ¯p`o˘u˚rffl i > i0. A˜l´o˘r¯s

‖a− aui‖ 6 ‖a+ b− (a+ b)ui‖+ ‖b− bui‖

= ‖(1− ui)(a+ b)‖+ ‖b− bui‖ 6 ‖a+ b‖+ ε < ‖a+ I‖+ 2ε;

`c´o“m‹m`e `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl ‖a− aui‖ > ‖a+ I‖, `o“nffl `c´o“n`c¨lˇu˚t `qfi˚u`e ‖a+ I‖ = limi ‖a− aui‖.
D`e ”m`ê›m`e, ‖a+ I‖ = limi ‖a− uia‖.

M`a˚i‹n˚t´e›n`a‹n˚t

‖a∗a+ I‖ = lim
i
‖a∗a(1− ui)‖ > lim

i
‖(1− ui)a∗a(1− ui)‖

= lim
i
‖a(1− ui)‖2 = ‖a+ I‖2,

`c´e `qfi˚u˚iffl `c´o“n`c¨lˇu˚t ˜l´affl ¯p˚r`eˇu‹vfle.

C`o˘r`o˝l¨l´a˚i˚r`e 2.3.23. S̀o˘i˚t A,B `d`eṡ C∗-`a˜l´g´è¨b˘r`eṡ `eˇt ϕ : A → B ˚u‹nffl -
˛h`o“m`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e. A˜l´o˘r¯s ϕ(A) `eṡfi˚t ˚i¯sfi`o“m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e›m`e›n˚t ˚i¯sfi`o“m`o˘r¯p˛h`e `àffl A/ kerϕ.
E”nffl ¯p`a˚r˚tˇi`cˇu˜lˇi`eˇrffl, ϕ(A) `eṡfi˚t ˜f´eˇr‹m`é `d`a‹n¯s B.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. S̊u¯p¯p`oşfi`o“n¯s `dffl’`a˜bˆo˘r`dffl `qfi˚u`e ϕ `eṡfi˚t ˚i‹n¯j´e´cˇtˇi˜f. A˜l´o˘r¯s ˚i˜l ”n`o˘u¯s
˜f´a˚u˚t ”m`o“n˚tˇr`eˇrffl `qfi˚u`e ‖ϕ(a)‖ = ‖a‖ ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t a ∈ A. C’`eṡfi˚t `é´qfi˚u˚i‹vˆa˜l´e›n˚t `àffl
‖ϕ(a∗a)‖ = ‖a∗a‖, `o“nffl ¯p`eˇu˚t `d`o“n`c ¯sfi˚u¯p¯p`oşfi`eˇrffl a `a˚u˚t´o-`a`d¯j´o˘i‹n˚t. E”nffl `a¯j´o˘u˚t´a‹n˚t
1 ¯sfi˚iffl ˜bfleṡfi`o˘i‹nffl, `o“nffl ¯p`eˇu˚t ¯sfi˚u¯p¯p`oşfi`eˇrffl A ˚u‹n˚i˜f´èˇr`e `eˇt ϕ ˚u‹n˚i˚t´a˜l. E”n˜fˇi‹nffl, ˚i˜l ¯sfi˚u˜f¨fˇi˚t
`d`e `c´o“n¯sfi˚i`d`éˇr`eˇrffl ˜l´affl ˚r`eṡfi˚tˇr˚i`cˇtˇi`o“nffl `d`e ϕ `d`e C∗(a) `d`a‹n¯s ˜l„`a`d˛h`éˇr`e›n`c´e `d`e ϕ(A),
`d`o“n`c `o“nffl ¯p`eˇu˚t ¯sfi˚u¯p¯p`oşfi`eˇrffl A `eˇt B `c´o“m‹m˚u˚t´a˚tˇi‹vfleṡ : A ' C(K), B ' C(L),
`a‹vfle´c K,L `c´o“m¯p`a`cˇtṡ.

P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t y ∈ L ˜l´affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n‹n`e¨l¨l´e f 7→ ϕ(f)(y) `eṡfi˚t ˚u‹nffl `c´a˚r`a`cˇt´èˇr`e `d`e
A, `c´e `qfi˚u˚iffl `d`o“n‹n`e ˚u‹n`e `a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl j : L→ K. E˜l¨l´e `eṡfi˚t `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e : ˜l„˚i‹m`a`g´e
˚i‹n‹vfleˇr¯sfi`e `d`e Of,ε(jy) = {x ∈ K : |f(jy)− f(x)| < ε} `eṡfi˚t

{z ∈ L : |f(jy)− f(jz)| < ε} = Of◦j,ε(y).

L’˚i‹m`a`g´e j(L) `eṡfi˚t `d`o“n`c `c´o“m¯p`a`cˇt `eˇt ˜f´eˇr‹m`é `d`a‹n¯s K. S’˚i˜l ”nffl’`eṡfi˚t ¯p`a¯s `é´g´a˜l
`àffl K , ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e 0 6= f ∈ C(K) `qfi˚u˚iffl ¯s’`a‹n‹n˚u˜l´e ¯sfi˚u˚rffl j(L), ¯p`a˚rffl ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e
`dffl’U˚r‹yṡfi¯sfi`o“nffl. M`a˚i¯s `a˜l´o˘r¯s `o“nffl `affl ϕ(f)(y) = f(jy) = 0 ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t y ∈ L, `d`o“n`c
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ϕ(f) = 0, `c´e `qfi˚u˚iffl `c´o“n˚tˇr`e´d˚i˚t ˜l„˛h‹yṗ`o˘t‚h`èṡfi`e. O”nffl `e›nffl `d`é´d˚u˚i˚t j(L) = K , `eˇt

‖f‖∞ = sup
y∈L
|f(jy)| = ‖ϕ(f)‖∞.

S̀o˘i˚t ”m`a˚i‹n˚t´e›n`a‹n˚t ϕ ”n`o“nffl ”n`é´c´eṡfi¯sfi`a˚i˚r`e›m`e›n˚t ˚i‹n¯j´e´cˇtˇi˜f. Ǹo˘t´o“n¯s I = kerϕ ;
`o“nffl ¯sfi`a˚i˚t `qfi˚u`e ϕ `e›n`g´e›n`d˚r`e ˚u‹n`e `a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl `qfi˚u`o˘tˇi`e›n˚t ϕ̄ : A/I → B. C’`eṡfi˚t ˚u‹nffl
-˛h`o“m`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e ˚i‹n¯j´e´cˇtˇi˜f `d`e ˜l´affl C∗-`a˜l´g´è¨b˘r`e A/I , `d`o“n`c ϕ̄ `eṡfi˚t ˚i¯sfi`o“m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e,
`c’`eṡfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e B `eṡfi˚t ˚i¯sfi`o“m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e›m`e›n˚t ˚i¯sfi`o“m`o˘r¯p˛h`e `àffl A/ kerϕ.

2.3.4 F̀o˘r‹m`eṡ ¯p`oşfi˚i˚tˇi‹vfleṡ
S̀o˘i˚t A ˚u‹n`e ∗-`a˜l´g´è¨b˘r`e `d`e B`a‹n`a`c‚hffl.

D`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl 2.3.24. U”n`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n‹n`e¨l¨l´e ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e ϕ : A → C `eṡfi˚t `d˚i˚t´e
¯p`oşfi˚i˚tˇi‹vfle ¯sfi˚iffl ϕ(a∗a) > 0 ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t a ∈ A.

O”nffl ˚i‹n˚tˇr`oˆd˚u˚i˚t ˚u‹nffl ¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t ¯sfi`c´a˜l´a˚i˚r`e ¯sfi˚u˚rffl A :

(a, b)ϕ = ϕ(b∗a)

(˚i˜l `eṡfi˚t ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e `e›nffl a, `a‹n˚tˇi˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e `e›nffl b, ¯p`oşfi˚i˚tˇi˜f `eˇt ¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˝l´é›m`e›n˚t `d`é´g´é-
”n`éˇr`é, `c.`àffl.`dffl. (a, a)ϕ = 0 ”nffl’˚i‹m¯p˜lˇi`qfi˚u`e ¯p`a¯s a = 0) `eˇt ˜l´affl ¯sfi`e›m˚i‹n`o˘r‹m`e ‖a‖ϕ =

(a, a)1/2
ϕ . P̀a˚rffl ˜l„˚i‹n`é´g´a˜lˇi˚t´é `d`e C`a˚u`c‚h‹y–S̀c‚h‹wˆa˚r˚tˇz (`a¯p¯p˜lˇi`c´a˜b˝l´e `a˚u‹x `eṡfi¯p`a`c´eṡ

¯p˚r`é-H˚i˜l¨bfleˇr˚tˇi`e›n¯s) `o“nffl `affl
|(a, b)ϕ| 6 ‖a‖ϕ‖b‖ϕ.

(˜fˇi‹nffl `d˚uffl `c´o˘u˚r¯s 13)
D`a‹n¯s ˚u‹n`e C∗-`a˜l´g´è¨b˘r`e A, ˚u‹n`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n‹n`e¨l¨l´e ¯p`oşfi˚i˚tˇi‹vfle ϕ `eṡfi˚t
? ¯p`oşfi˚i˚tˇi‹vfle ¯sfi˚u˚rffl A∗ `c´a˚rffl ˚t´o˘u˚t a ∈ A+ `affl ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e a = b∗b, b ∈ A ;
? `cˇr`o˘i¯sfi¯sfi`a‹n˚t´e `d`e A+ `d`a‹n¯s R+ : a 6 b ˚i‹m¯p˜lˇi`qfi˚u`e b − a = c∗c `d`o“n`c
f(b) = f(a) + f(c∗c) > f(a).

P̊r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl 2.3.25. S̊iffl A `eṡfi˚t ˚u‹n`e C∗-`a˜l´g´è¨b˘r`e, `a˜l´o˘r¯s ˚t´o˘u˚t´e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n‹n`e¨l¨l´e
˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e ¯p`oşfi˚i˚tˇi‹vfle ¯sfi˚u˚rffl A `eṡfi˚t ˜bˆo˘r‹n`é´e.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. S̊u¯p¯p`oşfi`o“n¯s `qfi˚u`e ϕ : A → C `eṡfi˚t ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e ¯p`oşfi˚i˚tˇi‹vfle. S̀o˘i˚t
(an)n∈N ˚u‹n`e ¯sfi˚u˚i˚t´e `d`a‹n¯s A+ ˚t´e¨l¨l´e `qfi˚u`e ‖an‖ 6 1 ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t n. P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t´e
¯sfi˚u˚i˚t´e (tn)n∈N `d`e ”n`o“m˜b˘r`eṡ ¯p`oşfi˚i˚tˇi˜fṡ ˚t´e¨l¨l´e `qfi˚u`e ∑n tn <∞, ˜l´affl ¯sfi`éˇr˚i`e ∑n tnan

`c´o“n‹vfleˇr`g´e, ”vfleˇr¯s ˚u‹n`e ¯sfi`o“m‹m`e a, `eˇt `o“nffl `affl
N∑
n=1

tnan 6 a
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¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t N `c´a˚rffl ∑n>N tnan ∈ A+. D`o“n`c
N∑
n=1

tnf(an) 6 f(a).

L’`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl
(tn) 7→

∞∑
n=1

tnf(an)

`eṡfi˚t `d`o“n`c ˜b˘i`e›nffl `d`é¨fˇi‹n˚i`e ¯sfi˚u˚rffl `1, `eˇt `é›v˘i`d`e›m‹m`e›n˚t ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e. S̀o˘i˚t m ¯sfi`affl ”n`o˘r‹m`e.
P̀a˚rffl ˜l´affl `d`eṡfi`cˇr˚i¯p˚tˇi`o“nffl `d`e ˜l„`eṡfi¯p`a`c´e `d˚u`a˜l `d`e `1 `é´g´a˜l `àffl `∞,

sup
n
|f(an)| = m <∞.

C`o“m‹m`e ˜l´affl ¯sfi˚u˚i˚t´e (an) `éˇt´a˚i˚t `a˚r˜b˘i˚tˇr`a˚i˚r`e, ˚i˜l `e›nffl ¯sfi˚u˚i˚t `qfi˚u`e
M = sup{f(a) : a ∈ A+, ‖a‖ 6 1} <∞.

O”nffl `e›nffl `d`é´d˚u˚i˚t `e›n¯sfi˚u˚i˚t´e `qfi˚u`e |f(a)| 6M‖a‖ ¯p`o˘u˚rffl a ∈ A+. P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t a ∈ Ah
”n`o˘u¯s `a‹vˆo“n¯s a = a+ − a− `a‹vfle´c ‖a±‖ 6 ‖a‖, `d`o“n`c |f(a)| 6 2M‖a‖. E”n˜fˇi‹nffl,
˚t´o˘u˚t a ∈ A `affl ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e a = a1 + ia2 `a‹vfle´c a1, a2 ∈ Ah `eˇt ‖aj‖ 6 ‖a‖, `d`o“n`c
|f(a)| 6 4M‖a‖.

D`a‹n¯s ˜l´affl ¯sfi˚u˚i˚t´e `o“nffl ¯sfi˚u¯p¯p`oşfi`e `qfi˚u`e ˜l´affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n‹n`e¨l¨l´eṡ ¯p`oşfi˚i˚tˇi‹vfle `eˇt ˜bˆo˘r‹n`é´e,
`e›nffl ¯sfi`a`c‚h`a‹n˚t `qfi˚u`e ¯p`o˘u˚rffl ˜l´eṡ C∗-`a˜l´g´è¨b˘r`eṡ `c’`eṡfi˚t `a˚u˚t´o“m`a˚tˇi`qfi˚u`e.

O”nffl ”n`e ¯p`eˇu˚t ¯p˚r`eṡfi`qfi˚u`e ˚r˚i`e›nffl `d`é›m`o“n˚tˇr`eˇrffl ¯sfi`a‹n¯s ˜l„˛h‹yṗ`o˘t‚h`èṡfi`e ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t´e ¯sfi˚u˚rffl
A `qfi˚uffl’`o“nffl `g´a˚r`d`e ¯p`o˘u˚rffl ˜l´e ˚r`eṡfi˚t´e `d`e ˜l´affl ¯sfi`e´cˇtˇi`o“nffl :

∗ A `a`d‹m`eˇt ˚u‹n`e ˚u‹n˚i˚t´é `a¯p¯p˚r`oˆc‚h`é´e (ui) `d`e ”n`o˘r‹m`e 6 1.
P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t a `o“nffl `affl

ϕ(a∗) = lim
i
ϕ(a∗u∗i ) = lim

i
(u∗i , a)ϕ = lim

i
(a, u∗i )ϕ = lim

i
ϕ(u∗i a)

= lim
i
ϕ((a∗ui)∗) = ϕ((a∗)∗) = ϕ(a),

`d`o“n`c ϕ `eṡfi˚t ˚i‹n‹vˆo˝lˇu˚tˇi‹vfle.
E”n¯sfi˚u˚i˚t´e, ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t a ∈ A

|ϕ(a)|2 = lim
i
|ϕ(uia)|2 6 lim

i
ϕ(u∗i ui)ϕ(a∗a) 6 ‖ϕ‖‖a‖2ϕ,

`eˇt `o“nffl `o˝b˘tˇi`e›n˚t ˜l„˚i‹m¯p`o˘r˚t´a‹n˚t´e ˚i‹n`é´g´a˜lˇi˚t´é
|ϕ(a)|2 6 ‖ϕ‖ϕ(a∗a). (2.1)

S̊iffl A ”nffl’`affl ¯p`a¯s `dffl’˚u‹n˚i˚t´é, `o“nffl ¯p˚r`o˝l´o“n`g´e ϕ ¯sfi˚u˚rffl Ã = C1 ⊕ A `e›nffl ¯p`oşfi`a‹n˚t
ϕ(1) = ‖ϕ‖. P̀o˘u˚rffl λ1 + a ∈ Ã, `o“nffl `affl
ϕ
(
(λ1 + a)∗(λ1 + a)

)
= ϕ(|λ|21 + λa∗ + λ̄a+ a∗a)
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= |λ|2‖ϕ‖+ 2Re
(
λ̄ϕ(a)

)
+ ϕ(a∗a)

> |λ|2‖ϕ‖+ 2Re
(
λ̄ϕ(a)

)
+ |ϕ(a)|2/‖ϕ‖ = |ϕ(λ+ a)|2‖ϕ‖−1 > 0,

`a˜l´o˘r¯s `c´eˇtˇt´e `e›xˇt´e›n¯sfi˚i`o“nffl `eṡfi˚t `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl ¯p`oşfi˚i˚tˇi‹vfle.

P̊r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl 2.3.26. S̀o˘i˚t ϕ ˚u‹n`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n‹n`e¨l¨l´e ¯p`oşfi˚i˚tˇi‹vfle ˜bˆo˘r‹n`é´e.
1. ‖ϕ‖ = supa∈A,‖a‖61 ϕ(a∗a).
2. S̊iffl (ai) `eṡfi˚t ˚u‹n`e ¯sfi˚u˚i˚t´e `g´é›n`éˇr`a˜lˇi¯sfi`é´e ˚t´e¨l¨l´e `qfi˚u`e ‖ai‖ 6 1 `eˇt ϕ(ai)→ ‖ϕ‖,

`a˜l´o˘r¯s ϕ(a∗i ai)→ ‖ϕ‖.
3. S̊iffl (ui) `eṡfi˚t ˚u‹n`e ˚u‹n˚i˚t´é `a¯p¯p˚r`oˆc‚h`é´e, `a˜l´o˘r¯s ϕ(ui) → ‖ϕ‖ `eˇt ϕ(u∗i ui) →

‖ϕ‖.
4. S̊iffl A `eṡfi˚t ˚u‹n˚i˚t´a˜l´e, `a˜l´o˘r¯s ‖ϕ‖ = ϕ(1).

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. 1. I˜l `eṡfi˚t `c¨l´a˚i˚rffl `qfi˚u`e ϕ(a∗a) 6 ‖ϕ‖ ¯sfi˚iffl ‖a‖ 6 1. P̀a˚rffl
(2.1), `o“nffl `affl `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl

‖ϕ‖2 = sup
‖a‖61

|ϕ(a)|2 6 ‖ϕ‖ϕ(a∗a),

`dffl’`o˘ùffl ˚i˜l ¯sfi˚u˚i˚t ˜l„`é´g´a˜lˇi˚t´é `d`e 1.
2. C’`eṡfi˚t ˚t´o˘u¯j´o˘u˚r¯s ˚u‹n`e `c´o“n¯sfi`é´qfi˚u`e›n`c´e `d`e (2.1) : ˚i˜l ¯sfi˚u˜f¨fˇi˚t `d`e ”vˆo˘i˚rffl `qfi˚u`e

‖ϕ‖2 > ‖ϕ‖ϕ(a∗i ai) > |ϕ(ai)|2 → ‖ϕ‖2.

3. C`o“n¯sfi˚i`d`éˇr`o“n¯s Ã `a‹vfle´c ˜l´e ¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t ¯sfi`c´a˜l´a˚i˚r`e (·, ·)ϕ `eˇt ˜l´affl ¯sfi`e›m˚i‹n`o˘r‹m`e
‖·‖ϕ. S̀o˘i˚t (an) ˚u‹n`e ¯sfi˚u˚i˚t´e `d`a‹n¯s A ˚t´e¨l¨l´e `qfi˚u`e ‖an‖ 6 1 `eˇt ϕ(an)→ ‖ϕ‖.
A˜l´o˘r¯s `d`a‹n¯s Ã, ¯p`a˚rffl 2.,

ϕ
(
(an − 1)∗(an − 1)

)
= ϕ(a∗nan)− ϕ(a∗n)− ϕ(an) + ϕ(1)→ 0,

`d`o“n`c ‖an − 1‖ϕ → 0. P̀o˘u˚rffl ε > 0 `d`o“n‹n`é, ¯sfi`o˘i˚t n0 ∈ N ˚t´e¨l `qfi˚u`e

‖an − 1‖ϕ < ε `eˇt ∣∣ϕ(an)− ‖ϕ‖
∣∣ < ε

¯sfi˚iffl n > n0 ; ˚r`e›n`o˘t´o“n¯s b = an0 . P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t a ∈ A, ϕ(uia)→ ϕ(a), `d`o“n`c
˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e i0 ˚t´e¨l `qfi˚u`e |ϕ(uib)− ϕ(b)| < ε ¯p`o˘u˚rffl i > i0. P̀o˘u˚rffl `c´eṡ i `o“nffl
`affl `a˜l´o˘r¯s

|ϕ(ui)− ‖ϕ‖|| 6 |ϕ(ui − uib)|+ |ϕ(uib− b)|+ |ϕ(b)− ‖ϕ‖|

6 ‖ui‖ϕ‖1− b‖ϕ + 2ε < ε(2 + ‖ϕ‖),

`c´e `qfi˚u˚iffl ”m`o“n˚tˇr`e `qfi˚u`e ϕ(ui)→ ‖ϕ‖. P̀a˚rffl 2., ˚i˜l `e›nffl ¯sfi˚u˚i˚t ϕ(u∗i ui)→ ‖ϕ‖.
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4. C’`eṡfi˚t ˚u‹nffl `c´o˘r`o˝l¨l´a˚i˚r`e `d˚uffl 3.

I˜l `e›nffl ¯sfi˚u˚i˚t `e›nffl ¯p`a˚r˚tˇi`cˇu˜lˇi`eˇrffl `qfi˚u`e ˜l´affl ”n`o˘r‹m`e `d˚uffl ¯p˚r`o˝l´o“n`g´e›m`e›n˚t `d`e ϕ ¯sfi˚u˚rffl
Ã `eṡfi˚t `é´g´a˜l´e `àffl ϕ(1) `d`o“n`c `àffl ˜l´affl ”n`o˘r‹m`e ‖ϕ‖ ˚i‹n˚i˚tˇi`a˜l´e.

P̀o˘u˚rffl b ∈ A, ¯sfi`o˘i˚t ϕb(a) = ϕ(b∗ab). C’`eṡfi˚t ˚u‹n`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n‹n`e¨l¨l´e ˜bˆo˘r‹n`é´e `eˇt
¯p`oşfi˚i˚tˇi‹vfle : ϕb(a∗a) = ϕ

(
(ab)∗ab

)
> 0. S̀affl ”n`o˘r‹m`e, `o˘uffl ˜b˘i`e›nffl ˜l´affl ”n`o˘r‹m`e `d`e ¯sfi`o“nffl

¯p˚r`o˝l´o“n`g´e›m`e›n˚t ¯sfi˚u˚rffl Ã, `eṡfi˚t `d`o“n`c `a˚tˇt´eˇi‹n˚t´e `e›nffl 1 ; ‖ϕb‖ = ϕ(b∗b). C`e¨l´affl ”n`o˘u¯s
`d`o“n‹n`e `e›n`c´o˘r`e ˚u‹n`e ˚i‹n`é´g´a˜lˇi˚t´é : ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u¯s a, b ∈ A

|ϕ(b∗a∗ab)| 6 ϕ(b∗b)‖a∗a‖. (2.2)

2.3.5 L`affl ˚r`eṗ˚r`éṡfi`e›n˚t´a˚tˇi`o“nffl GNS
D`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl 2.3.27. S̀o˘i˚t A ˚u‹n`e ∗-`a˜l´g´è¨b˘r`e. U”nffl ˚r`eṗ˚r`éṡfi`e›n˚t´a˚tˇi`o“nffl `d`e A

¯sfi˚u˚rffl ˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e `d`e H˚i˜l¨bfleˇr˚t H `eṡfi˚t ˚u‹nffl ˛h`o“m`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e π : A → B(H).
S̊iffl π(a∗) = π(a)∗ ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t a ∈ A, `o“nffl `d˚i˚t `qfi˚u`e π `eṡfi˚t ˚i‹n‹vˆo˝lˇu˚tˇi‹vfle, `o˘uffl ˚u‹n`e
∗-˚r`eṗ˚r`éṡfi`e›n˚t´a˚tˇi`o“nffl.

(˜fˇi‹nffl `d˚uffl `c´o˘u˚r¯s 14)
Q˚u˚i˚tˇt´e `àffl `d˚i‹v˘i¯sfi`eˇrffl ¯p`a˚rffl ‖ϕ‖, `o“nffl ¯p`eˇu˚t `a`d‹m`eˇtˇtˇr`e ‖ϕ‖ = 1 ; `o“nffl ¯sfi˚u¯p¯p`oşfi`e

`a˚u¯sfi¯sfi˚iffl A ˚u‹n˚i˜f´èˇr`e.
S̀o˘i˚t J = {a ∈ A : ϕ(a∗a) = 0}.

P̊r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl 2.3.28. ? J = {f : ϕ(b∗a) = 0 ∀b ∈ A} ;
? J `eṡfi˚t ˚u‹nffl ˚i`d`é´a˜l `g´a˚u`c‚h`e ˜f´eˇr‹m`é `e›nffl ”n`o˘r‹m`e ;
? ¯sfi˚u˚rffl J , ϕ ¯s’`a‹n‹n˚u˜l´e.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. ? O”nffl ˚u˚tˇi˜lˇi¯sfi`e ˜l„˚i‹n`é´g´a˜lˇi˚t´é `d`e C`a˚u`c‚h‹y-S̀c‚h‹wˆa˚r˚tˇz : ¯sfi˚iffl a ∈
J , `a˜l´o˘r¯s ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t b ∈ A

|ϕ(b∗a)| 6 ‖a‖ϕ‖b‖ϕ = 0.

R`é´cˇi¯p˚r`oˆqfi˚u`e›m`e›n˚t, ¯sfi˚iffl a ”vfléˇr˚i˜fˇi`e `c´eˇtˇt´e ¯p˚r`op̧˚r˚i`éˇt´é, `a˜l´o˘r¯s `e›nffl ¯p`a˚r˚tˇi`cˇu˜lˇi`eˇrffl
ϕ(a∗a) = 0.

? S̊iffl a1, a2 ∈ J `a˜l´o˘r¯s `o“nffl ¯p`eˇu˚t `é´cˇr˚i˚r`e b∗(a1a2) = (a∗1b)∗a2 ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t
b ∈ A, `o“nffl ”vˆo˘i˚t `a˜l´o˘r¯s `qfi˚u`e J `eṡfi˚t ˚u‹nffl ˚i`d`é´a˜l `g´a˚u`c‚h`e. L`affl ˜f´eˇr‹m`eˇtˇu˚r`e `eṡfi˚t
`é›v˘i`d`e›n˚t´e `d`e ˜l´affl ”m`ê›m`e `d`eṡfi`cˇr˚i¯p˚tˇi`o“nffl `d`e J .

? S̊iffl a ∈ J , `o“nffl `affl |ϕ(a)|2 6 ϕ(1)ϕ(a∗a) = 0.
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S̀o˘i˚t H0 = A/J (`e›nffl ˚t´a‹n˚t `qfi˚uffl’`eṡfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l). S̊u˚rffl H0, ˜l´e ¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t
¯sfi`c´a˜l´a˚i˚r`e (·, ·)ϕ `eṡfi˚t ˜b˘i`e›nffl `d`é¨fˇi‹n˚iffl : ¯p`o˘u˚rffl a, b ∈ A, j, j′ ∈ J

(a+ j, b+ j′)ϕ = ϕ
(
(b+ j′)∗(a+ j)

)
= ϕ(b∗a+ j′∗a+ bj + j′∗j)

= ϕ(b∗a) = (a, b)ϕ.

L`e ¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t `eṡfi˚t `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl ”n`o“nffl-`d`é´g´é›n`éˇr`é ¯p`a˚rffl ˜l´affl `d`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl `d`e J , `eˇt ˜l´e `c´o“m¯p˜l´éˇt´é
H `d`e H0 `eṡfi˚t `d`o“n`c ˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e `d`e H˚i˜l¨bfleˇr˚t.

P̀o˘u˚rffl a, b ∈ A, `o“nffl ¯p`oşfi`e π(a)(b + J) = ab + J . C`e¨l´affl `d`é¨fˇi‹n˚i˚t ˜b˘i`e›nffl ˚u‹n`e
`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ¯sfi˚u˚rffl H0 `c´a˚rffl ¯sfi˚iffl j ∈ J , `a˜l´o˘r¯s

π(a)(b+ j + J) = a(b+ j) + J = ab+ J.

É”v˘i`d`e›m‹m`e›n˚t π(a) `eṡfi˚t ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e. O”nffl ”vfléˇr˚i˜fˇi`e `qfi˚u`e ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t ξ = b+ J ∈ H0

‖π(a)ξ‖2 = (π(a)ξ, π(a)ξ)ϕ = (ab, ab)ϕ = ϕ(b∗a∗ab)

6 ϕ(b∗b)‖a∗a‖ = ‖b‖2ϕ‖a‖2 = ‖ξ‖2‖a‖2,

`d`o“n`c ‖π(a)‖ `eṡfi˚t ˜bˆo˘r‹n`é ¯sfi˚u˚rffl H0 `d`e ”n`o˘r‹m`e 6 ‖a‖. I˜l ¯s’`éˇt´e›n`dffl `d`o“n`c `àffl H
¯p`a˚rffl `c´o“n˚tˇi‹n˚u˚i˚t´é. P̀o˘u˚rffl a, b, c ∈ A `o“nffl `affl

π(ab)(c+ J) = abc+ J = π(a)(bc+ J) = π(a)π(b)(c+ J),

`d`o“n`c π `eṡfi˚t ˚u‹n`e ˚r`eṗ˚r`éṡfi`e›n˚t´a˚tˇi`o“nffl. E˜l¨l´e `eṡfi˚t ˚i‹n‹vˆo˝lˇu˚tˇi‹vfle : ¯p`o˘u˚rffl a, b, c ∈ A,

〈π(a∗)(b+ J), c+ J〉H = 〈a∗b+ J, c+ J〉H = ϕ(c∗a∗b)

= (b, ac)ϕ = 〈b+ J, π(a)(c+ J)〉H .

Ǹo˘t´o“n¯s ξ = 1 + J . P̀o˘u˚rffl a ∈ A, `o“nffl `affl

ϕ(a) = (a, 1)ϕ = 〈a+ J, 1 + J〉H = 〈π(a)ξ, ξ〉H .

L’`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `d`é›m`o“n˚tˇr`e ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e :
T‚h`é´o˘r`è›m`e 2.3.29. U”nffl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n‹n`e¨l¨l´e `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e ϕ : A→ C `eṡfi˚t ¯p`oşfi˚i˚tˇi‹vfle
¯sfi˚iffl `eˇt ¯sfi`eˇu˜l´e›m`e›n˚t ¯s’˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e ˚u‹n`e ˚r`eṗ˚r`éṡfi`e›n˚t´a˚tˇi`o“nffl ˚i‹n‹vˆo˝lˇu˚tˇi‹vfle π `d`e A ¯sfi˚u˚rffl
˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e `d`e H˚i˜l¨bfleˇr˚t H `eˇt ˚u‹nffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ξ ∈ H ˚t´e¨lṡ `qfi˚u`e

ϕ(a) = 〈π(a)ξ, ξ〉.

O”nffl `affl `d`a‹n¯s `c´e `c´a¯s ‖ϕ‖ = ‖ξ‖2.
P̀a˚r˜f´o˘i¯s ˚i˜l `eṡfi˚t ˚u˚tˇi˜l´e `d`e ¯sfi`a‹vˆo˘i˚rffl `qfi˚u`e ˜l´affl ˚r`eṗ˚r`éṡfi`e›n˚t´a˚tˇi`o“nffl GNS `eṡfi˚t ˚t´o˘u¯j´o˘u˚r¯s

`c›y´c¨lˇi`qfi˚u`e : ˜l„`eṡfi¯p`a`c´e π(A)ξ `eṡfi˚t `d`e›n¯sfi`e `d`a‹n¯s H. E˜f¨f´e´cˇtˇi‹vfle›m`e›n˚t, `c´eˇt `eṡfi¯p`a`c´e
`c´o“n¯sfi˚i¯sfi˚t´e `d`eṡ ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s π(a)ξ = a+ J ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u¯s a ∈ A, `c.`àffl.`dffl. π(A)ξ = H0.
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2.3.6 L`eṡ `éˇt´a˚tṡ `dffl’˚u‹n`e C∗-`a˜l´g´è¨b˘r`e
S̊iffl A `eṡfi˚t ˚u‹n`e C∗-`a˜l´g´è¨b˘r`e, ˜l´affl `c´o“n`d˚i˚tˇi`o“nffl ‖ϕ‖ = ϕ(1) `eṡfi˚t ˚u‹nffl `cˇr˚i˚t´èˇr`e :

T‚h`é´o˘r`è›m`e 2.3.30. S̀o˘i˚t A ˚u‹n`e C∗-`a˜l´g´è¨b˘r`e ˚u‹n˚i˜f´èˇr`e `eˇt ϕ ˚u‹n`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl-
”n`e¨l¨l´e ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e ˜bˆo˘r‹n`é´e ¯sfi˚u˚rffl A. A˜l´o˘r¯s ϕ `eṡfi˚t ¯p`oşfi˚i˚tˇi‹vfle ¯sfi˚iffl `eˇt ¯sfi`eˇu˜l´e›m`e›n˚t ¯sfi˚iffl
‖ϕ‖ = ϕ(1).

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. S̊iffl ϕ `eṡfi˚t ¯p`oşfi˚i˚tˇi‹vfle, `a˜l´o˘r¯s ‖ϕ‖ = ϕ(1). S̀o˘i˚t ”m`a˚i‹n˚t´e›n`a‹n˚t ϕ
˚t´e¨l¨l´e `qfi˚u`e ‖ϕ‖ = ϕ(1) ; `o“nffl ¯p`eˇu˚t ¯sfi˚u¯p¯p`oşfi`eˇrffl `c´eˇtˇt´e ”n`o˘r‹m`e 1 ¯sfi`a‹n¯s ¯p`eˇr˚t´e `d`e
`g´é›n`éˇr`a˜lˇi˚t´é. S̊u¯p¯p`oşfi`o“n¯s `qfi˚u`e ϕ ”nffl’`eṡfi˚t ¯p`a¯s ¯p`oşfi˚i˚tˇi‹vfle, `d`o“n`c ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e a ∈ A+

˚t´e¨l `qfi˚u`e ϕ(a) ”nffl’`a¯p¯p`a˚r˚tˇi`e›n˚t ¯p`a¯s `àffl R+ = [0,+∞[ ; `eˇt `c´e `d`eˇr‹n˚i`eˇrffl `c´o“n˚tˇi`e›n˚t
σ(a). I˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e `d`o“n`c (`o“nffl ˜l´e ”vˆo˘i˚t `g´é´o“m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e›m`e›n˚t) w ∈ C `eˇt r > 0 ˚t´e¨lṡ
`qfi˚u`e ˜l´e `d˚i¯sfi`qfi˚u`e D = {z : |z − w| < r} `c´o“n˚tˇi`e›n˚t σ(a), ”m`a˚i¯s ”n`e `c´o“n˚tˇi`e›n˚t ¯p`a¯s
ϕ(a). L`e ¯sfi¯p`e´cˇtˇr`e `d`e a − w ∈ A `eṡfi˚t σ(a) − w ⊂ D − w ⊂ {z : |z| < r},
`eˇt `c´o“m‹m`e `c´eˇt `e¨l´e›m`e›n˚t `eṡfi˚t ”n`o˘r‹m`a˜l, ¯sfi`affl ”n`o˘r‹m`e `eṡfi˚t `é´g´a˜l´e `àffl ¯sfi`o“nffl ˚r`a‹y´o“nffl
¯sfi¯p`e´cˇtˇr`a˜l (`c›n`oşfi˚i`d`éˇr`eˇrffl C∗(a−w)) `eˇt `eṡfi˚t `d`o“n`c ˚i‹n˜f´éˇr˚i`eˇu˚r`e `àffl r. O”nffl `affl `a˜l´o˘r¯s
|ϕ(a)−w| = |ϕ(a−w)| 6 ‖ϕ‖‖a−w‖ < r. M`a˚i¯s `c´e¨l´affl ”vfleˇu˚t `d˚i˚r`e `qfi˚u`e ϕ(a) ∈ D,
`c´o“n˚tˇr`a`d˚i`cˇtˇi`o“nffl `qfi˚u˚iffl ”m`o“n˚tˇr`e `qfi˚uffl’`e›nffl ˜f´a˚i˚t ϕ(a) > 0.

D`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl 2.3.31. S̀o˘i˚t A ˚u‹n`e -`a˜l´g´è¨b˘r`e `d`e B`a‹n`a`c‚hffl. U”n`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n‹n`e¨l¨l´e
¯p`oşfi˚i˚tˇi‹vfle ˜bˆo˘r‹n`é´e ϕ `eṡfi˚t `d˚i˚t´e ˚u‹nffl `éˇt´a˚t `d`e A ¯sfi˚iffl ‖ϕ‖ = 1. O”nffl ”n`o˘t´e S(A)

˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `d`eṡ `éˇt´a˚tṡ `d`e A.

P̀o˘u˚rffl ˚u‹n`e C∗-`a˜l´g´è¨b˘r`e ˚u‹n˚i˜f´èˇr`e A, `o“nffl `affl `d`o“n`c S(A) = {ϕ ∈ A∗ : ‖ϕ‖ =

ϕ(1)}.

P̊r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl 2.3.32. S̀o˘i˚t A ˚u‹n`e C∗-`a˜l´g´è¨b˘r`e `eˇt 0 6= a ∈ A+. A˜l´o˘r¯s ˚i˜l
`e›xˇi¯sfi˚t´e ϕ ∈ S(A) ˚t´e¨l `qfi˚u`e πϕ(a) 6= 0 `eˇt ϕ(a) 6= 0.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. L`e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl −a∗a ”nffl’`a¯p¯p`a˚r˚tˇi`e›n˚t ¯p`a¯s `a˚uffl `c´ô“n`e ˜f´eˇr‹m`é `c´o“n‹vfle›x´e
A+ `d`a‹n¯s ˜l„`eṡfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l Ah ¯sfi˚u˚rffl R ; ¯p`a˚rffl ˜l„˚u‹n`e `d`eṡ ˜f´o˘r‹m`eṡ `d˚uffl T‚h`é´o˘r`è›m`e
`d`e H`a˛h‹nffl-B`a‹n`a`c‚hffl, ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e ψ ∈ A∗h ˚t´e¨l¨l´e `qfi˚u`e ψ|A+ > 0 `eˇt ψ(−a∗a) < 0.
P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t b = b1 + ib2 ∈ A `a‹vfle´c b1, b2 ∈ Ah, ¯p`oşfi`o“n¯s ϕ(b) = ψ(b1) + iψ(b2),
`a˜l´o˘r¯s ϕ ∈ A∗, `eˇt `é›v˘i`d`e›m‹m`e›n˚t ϕ `eṡfi˚t ¯p`oşfi˚i˚tˇi‹vfle. S̀o˘i˚t (πϕ, ξ) ˜l´affl ˚r`eṗ˚r`éṡfi`e›n˚t´affl-
˚tˇi`o“nffl GNS `eˇt ˜l´e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl `c›y´c¨lˇi`qfi˚u`e `a¯sfi¯sfi`oˆcˇi`éṡ `àffl ϕ. A˜l´o˘r¯s

0 < ϕ(a∗a) = 〈πϕ(a∗a)ξ, ξ〉 = ‖πϕ(a)ξ‖2,

`d`o“n`c πϕ(a) 6= 0. E”nffl `d˚i‹v˘i¯sfi`a‹n˚t ¯p`a˚rffl ‖ϕ‖, `o“nffl `o˝b˘tˇi`e›n˚t ˚u‹nffl `éˇt´a˚t ¯sfi˚u˚rffl A.
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C`o˘r`o˝l¨l´a˚i˚r`e 2.3.33. T`o˘u˚t´e C∗-`a˜l´g´è¨b˘r`e A `a`d‹m`eˇt ˚u‹n`e -˚r`eṗ˚r`éṡfi`e›n˚t´a˚tˇi`o“nffl
˚i‹n¯j´e´cˇtˇi‹vfle π ¯sfi˚u˚rffl ˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e `d`e H˚i˜l¨bfleˇr˚t H. L’˚i‹m`a`g´e π(A) `eṡfi˚t ˚i¯sfi`o“m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e-
”m`e›n˚t ˚i¯sfi`o“m`o˘r¯p˛h`e `àffl A. O”nffl ¯p`eˇu˚t `d`o“n`c ˚i`d`e›n˚tˇi˜fˇi`eˇrffl A `a‹vfle´c ˚u‹n`e ¯sfi`o˘u¯s-`a˜l´g´è¨b˘r`e
˜f´eˇr‹m`é´e `d`e B(H).

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t ϕ ∈ S(A), ¯sfi`o˘i`e›n˚t (Hϕ, πϕ, ξϕ) ˜l„`eṡfi¯p`a`c´e `d`e H˚i˜l-
˜bfleˇr˚t, ˜l´affl ˚r`eṗ˚r`éṡfi`e›n˚t´a˚tˇi`o“nffl `eˇt ˜l´e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl `c›y´c¨lˇi`qfi˚u`e `a¯sfi¯sfi`oˆcˇi`éṡ `àffl ϕ. O”nffl ¯p`oşfi`e

H = ⊕ϕ∈S(A)Hϕ,

`eˇt ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t a ∈ A, x = ⊕ϕxϕ ∈ H

π(a)x = ⊕πϕ(a)xϕ.

C’`eṡfi˚t ˚u‹n`e ∗-˚r`eṗ˚r`éṡfi`e›n˚t´a˚tˇi`o“nffl, `eˇt ¯p`a˚rffl ˜l´affl ¯p˚r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl ¯p˚r`é´c´é´d`e›n˚t´e `e¨l¨l´e `eṡfi˚t
˚i‹n¯j´e´cˇtˇi‹vfle. L`e ˚r`eṡfi˚t´e ¯sfi˚u˚i˚t `d`eṡ ¯p˚r`op̧˚r˚i`éˇt´éṡ `g´é›n`éˇr`a˜l´eṡ `d`eṡ -˛h`o“m`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`eṡ
`d`eṡ C∗-`a˜l´g´è¨b˘r`eṡ.

T‚h`é´o˘r`è›m`e 2.3.34. S̀o˘i˚t A ˚u‹n`e C∗-`a˜l´g´è¨b˘r`e. U”nffl `é¨l´é›m`e›n˚t a ∈ A `eṡfi˚t
¯p`oşfi˚i˚tˇi˜f ¯sfi¯sfi˚iffl ϕ(a) > 0 ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t `éˇt´a˚t ϕ `d`e A.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. L’˚i‹m¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl `d˚i˚r`e´cˇt´e `eṡfi˚t `é›v˘i`d`e›n˚t´e. P̀o˘u˚rffl ”m`o“n˚tˇr`eˇrffl ˜l„˚i‹nffl-
”vfleˇr¯sfi`e, `o“nffl ¯p`eˇu˚t ¯sfi˚u¯p¯p`oşfi`eˇrffl `qfi˚u`e A ⊂ B(H). L’˛h‹yṗ`o˘t‚h`èṡfi`e ¯sfi˚u˚rffl a ˚i‹m¯p˜lˇi`qfi˚u`e
`qfi˚u`e 〈ax, x〉 > 0 ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x ∈ H , `a˜l´o˘r¯s a > 0 (`d`a‹n¯s B(H), `d`o“n`c `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl
`d`a‹n¯s ˜l´affl C∗-¯sfi`o˘u¯s-`a˜l´g´è¨b˘r`e A).
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C‚h`a¯p˚i˚tˇr`e 3

Gˇr`o˘u¯p`eṡ ˜l´oˆc´a˜l´e›m`e›n˚t
`c´o“m¯p`a`cˇtṡ

3.1 L`affl ”m`eṡfi˚u˚r`e `d`e H`a`a˚rffl, ˜l„`a˜l´g´è¨b˘r`e L1(G)

D`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl 3.1.1. U”nffl `gˇr`o˘u¯p`e ˜l´oˆc´a˜l´e›m`e›n˚t `c´o“m¯p`a`cˇt `eṡfi˚t ˚u‹nffl `gˇr`o˘u¯p`e
”m˚u‹n˚iffl `d`e ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`e ˜l´oˆc´a˜l´e›m`e›n˚t `c´o“m¯p`a`cˇt´e ˚t´e¨l¨l´e `qfi˚u`e ˜l´affl ”m˚u˜lˇtˇi¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl `eˇt
˜l„˚i‹n‹vfleˇr¯sfi`e ¯sfi`o“n˚t `c´o“n˚tˇi‹n˚u¯s.

E”x´e›m¯p˜l´e 3.1.2. Rn, Zn, ˚t´o˘u˚t `gˇr`o˘u¯p`e `d˚i¯sfi`cˇr`eˇt, TE ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t E, ˚t´o˘u˚t
`gˇr`o˘u¯p`e ¯p˚r`o˝fˇi‹n˚iffl, `gˇr`o˘u¯p`eṡ `d`e L˚i`e.

S̀o˘i˚t F (G) ˜l„`eṡfi¯p`a`c´e `d`eṡ ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s `d`e G `d`a‹n¯s C. O”nffl `d`é¨fˇi‹n˚i˚t `d`eṡfi¯sfi˚u¯s `d`eṡ
˚tˇr`a‹n¯sfi˜l´a˚tˇi`o“n¯s `àffl `g´a˚u`c‚h`e Lg `eˇt `àffl `d˚r`o˘i˚t´e Rg ¯p`o˘u˚rffl g ∈ G : ¯sfi˚iffl f ∈ F (G) `eˇt
h ∈ G,

Lgf(h) = f(g−1h), Rgf(h) = f(hg).

L`eṡ `a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“n¯s g 7→ Lg `eˇt g 7→ Rg ¯sfi`o“n˚t `d`eṡ ˛h`o“m`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`eṡ (`e›x´eˇr`cˇi`c´e),
`c´e `qfi˚u˚iffl ”n`e ¯sfi`eˇr`a˚i˚t ¯p`a¯s ˜l´e `c´a¯s ¯sfi`a‹n¯s ˜l„˚i‹n‹vfleˇr¯sfi˚i`o“nffl `d`a‹n¯s ˜l´affl ˜f´o˘r‹m˚u˜l´e `d`e Lg.

P̀o˘u˚rffl ˚u‹n`e ¯p`a˚r˚tˇi`e E ⊂ G, `o“nffl ¯p`oşfi`e

gE = {gh : h ∈ E}, Eg = {hg : h ∈ E}.

T‚h`é´o˘r`è›m`e 3.1.3 (`a`d‹m˚i¯s). S̀o˘i˚t G ˚u‹nffl `gˇr`o˘u¯p`e ˜l´oˆc´a˜l´e›m`e›n˚t `c´o“m¯p`a`cˇt.
A˜l´o˘r¯s ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e `d`eṡ ”m`eṡfi˚u˚r`eṡ ˜bˆo˘r`é¨lˇi`e›n‹n`eṡ ¯p`oşfi˚i˚tˇi‹vfleṡ µl, µr ¯sfi˚u˚rffl G ˚i‹n‹vˆaffl-
˚r˚i`a‹n˚t´eṡ `àffl `g´a˚u`c‚h`e `eˇt `àffl `d˚r`o˘i˚t´e ˚r`eṡfi¯p`e´cˇtˇi‹vfle›m`e›n˚t : ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t E ⊂ G ˜bˆo˘r`é¨lˇi`e›nffl
`eˇt g ∈ G

µl(gE) = µl(E), µr(Eg) = µr(E).
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L`affl ”m`eṡfi˚u˚r`e `d`e ˚t´o˘u˚t´e ¯p`a˚r˚tˇi`e `c´o“m¯p`a`cˇt´e `eṡfi˚t ˜fˇi‹n˚i`e. S̊iffl µ′l, µ′r ¯sfi`o“n˚t `dffl’`a˚u˚tˇr`eṡ
”m`eṡfi˚u˚r`eṡ ”vfléˇr˚i˜fˇi`a‹n˚t ˜l´eṡ ”m`ê›m`eṡ ¯p˚r`op̧˚r˚i`éˇt´éṡ, `a˜l´o˘r¯s ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e C,C ′ > 0 ˚t´e¨lṡ
`qfi˚u`e µ′l = Cµl `eˇt µ′r = C ′µr.

O”nffl ˜l´eṡ `c´o“n¯sfi˚tˇr˚u˚i˚t `c´o“m‹m`e `d`eṡ ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n‹n`e¨l¨l´eṡ ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`eṡ ¯sfi˚u˚rffl ˜l„`eṡfi¯p`a`c´e
Cc(G) `d`eṡ ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s `c´o“n˚tˇi‹n˚u`eṡ ¯sfi˚u˚rffl G `àffl ¯sfi˚u¯p¯p`o˘r˚t `c´o“m¯p`a`cˇt.
D`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl 3.1.4. L`affl ”m`eṡfi˚u˚r`e µl (µr), `d`é¨fˇi‹n˚i`e `àffl `c´o“n¯sfi˚t´a‹n˚t´e ¯p˚r`èṡ, `eṡfi˚t

`a¯p¯p`e¨l´é´e ˜l´affl ”m`eṡfi˚u˚r`e `d`e H`a`a˚rffl `g´a˚u`c‚h`e (`d˚r`o˘i˚t´e) `d`e G.
E”x´e›m¯p˜l´e 3.1.5. S̊u˚rffl Rn, µl = µr `eṡfi˚t ˜l´affl ”m`eṡfi˚u˚r`e `d`e L`e¨bfleṡfi`gˇu`e. S̊u˚rffl ˜l´eṡ

`gˇr`o˘u¯p`eṡ `d˚i¯sfi`cˇr`eˇtṡ, ˜l´affl ”m`eṡfi˚u˚r`e `d`e `c´o“m¯p˚t´a`g´e. S̊u˚rffl G = GLn(R) :∫
G

f(g)dµl,r(g) =
∫
G

f(g)(
det g

)n dg
`o˘ùffl dg `eṡfi˚t ˜l´affl ”m`eṡfi˚u˚r`e `d`e L`e¨bfleṡfi`gˇu`e `d`a‹n¯s Rn

2 ; `e›nffl ¯p`a˚r˚tˇi`cˇu˜lˇi`eˇrffl, `c’`eṡfi˚t dx

x
¯sfi˚u˚rffl R×.

P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x ∈ G,
Jx : f 7→

∫
G

f(yx)dml(x)

`eṡfi˚t ˚i‹n‹vˆa˚r˚i`a‹n˚t´e `àffl `g´a˚u`c‚h`e, `d`o“n`c ˜l„˚i‹n˚t´é´gˇr`a˜l´e `a‹vfle´c Cxµl `o˘ùffl Cx > 0 `eṡfi˚t ˚u‹n`e
`c´o“n¯sfi˚t´a‹n˚t´e. O”nffl `o˝b˘tˇi`e›n˚t ˚u‹n`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl ∆ : G→ R+, ∆(x) = C−1

x , `o˘uffl ˜b˘i`e›nffl

∆(x)−1 =
∫
G
f(yx)dµl(y)∫

G
f(y)dµl(y)

,

`o˘ùffl f ¯p`eˇu˚t `êˇtˇr`e ˚t´o˘u˚t´e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl ”n`o“nffl-”n˚u˜l¨l´e ¯p`oşfi˚i˚tˇi‹vfle `d`a‹n¯s Cc(G). O”nffl `o˝b˘tˇi`e›n˚t
˜f´a`cˇi˜l´e›m`e›n˚t `qfi˚u`e ∆ `eṡfi˚t ”m˚u˜lˇtˇi¯p˜lˇi`c´a˚tˇi˜f (`e›x´eˇr`cˇi`c´e), `eˇt `é›v˘i`d`e›m‹m`e›n˚t ∆(e) = 1.
O”nffl ˜l„`a¯p¯p`e¨l¨l´e ˜l´affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl ”m`oˆd˚u˜l´a˚i˚r`e `d˚uffl `gˇr`o˘u¯p`e G, `eˇt `o“nffl `d˚i˚t `qfi˚u`e G `eṡfi˚t
˚u‹n˚i‹m`oˆd˚u˜l´a˚i˚r`e ¯sfi˚iffl ∆ ≡ 1. C`o“m‹m`e ˜l´eṡ ˚tˇr`a‹n¯sfi˜l´a˚tˇi`o“n¯s ¯sfi`o“n˚t `c´o“n˚tˇi‹n˚u`eṡ `d`e G

`d`a‹n¯s L1(G), ˜l´affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl ”m`oˆd˚u˜l´a˚i˚r`e `eṡfi˚t `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e.
E”x´e›m¯p˜l´e 3.1.6. L`eṡ `gˇr`o˘u¯p`eṡ `a˜bflé¨lˇi`e›n¯s, `c´o“m¯p`a`cˇtṡ `eˇt `d˚i¯sfi`cˇr`eˇtṡ ¯sfi`o“n˚t ˚u‹n˚iffl-
”m`oˆd˚u˜l´a˚i˚r`eṡ ; GLn(R) `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl.

S̀o˘i˚t G ˜l´e `gˇr`o˘u¯pffl «a‹x+˜b» `qfi˚u˚iffl `c´o“n¯sfi˚i¯sfi˚t´e `d`eṡ ”m`a˚tˇr˚i`c´eṡa b

0 1


`o˘ùffl a > 0, b ∈ R ; `c’`eṡfi˚t `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl ˜l´e `gˇr`o˘u¯p`e `d`eṡ `a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“n¯s `a˜f¨fˇi‹n`eṡ ¯sfi˚u˚rffl ˜l„`a‹x´e
˚r`é´e¨l : ga,b(x) = ax+ b.

G `eṡfi˚t ”n`o“nffl-˚u‹n˚i‹m`oˆd˚u˜l´a˚i˚r`e : ˜l´affl ”m`eṡfi˚u˚r`e `d`e H`a`a˚rffl `g´a˚u`c‚h`e `eṡfi˚t 1
a2 dadb, ˜l´affl

`d˚r`o˘i˚t´e 1
a
dadb, `eˇt ˜l´affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl ”m`oˆd˚u˜l´a˚i˚r`e ∆(a, b) = a−1.
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O”nffl ¯p`eˇu˚t `c´o“n¯sfi˚i`d`éˇr`eˇrffl ˜l„`eṡfi¯p`a`c´e L1(G) ¯p`a˚rffl ˚r`a¯p¯p`o˘r˚t `àffl µl `o˘uffl µr , `c´e `qfi˚u˚iffl
`eṡfi˚t ˚u‹n`e `qfi˚u`eṡfi˚tˇi`o“nffl `d`e `c‚h`o˘i‹x ; `o“nffl `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e `a‹vfle´c ˚u‹n`e ”m`eṡfi˚u˚r`e ˜fˇi‹x´e `g´a˚u`c‚h`e.

A”vfle´c ˜l´e ¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t `d`e `c´o“n‹vˆo˝lˇu˚tˇi`o“nffl

(f ∗ g)(x) =
∫
G

f(y)g(y−1x)dly

L1(G) `eṡfi˚t ˚u‹n`e `a˜l´g´è¨b˘r`e `d`e B`a‹n`a`c‚hffl. E˜l¨l´e `a`d‹m`eˇt ˚u‹n`e ˚u‹n˚i˚t´é `a¯p¯p˚r`oˆc‚h`é´e :
¯sfi`o˘i˚t V ˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e `d`e ”vˆo˘i¯sfi˚i‹n`a`g´eṡ ˚r`e¨l´a˚tˇi‹vfle›m`e›n˚t `c´o“m¯p`a`cˇtṡ `d`e ˜l„˚i`d`e›n˚tˇi˚t´é e ; `o“nffl
˜l„`o˘r`d`o“n‹n`e ¯p`a˚rffl ˜l„˚i‹n`c¨lˇu¯sfi˚i`o“nffl ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi`e, U � V ¯sfi¯sfi˚iffl U ⊃ V . A”vfle´c `c´eˇt `o˘r`d˚r`e,
V `eṡfi˚t ˜fˇi˜lˇtˇr`a‹n˚t. P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t V , µ(V ) `eṡfi˚t ˜fˇi‹n˚iffl, `a˜l´o˘r¯s ¯sfi`o“nffl ˚i‹n`d˚i`c´a˚tˇr˚i`c´e IV `eṡfi˚t
`d`a‹n¯s L1(G). O”nffl ¯p`oşfi`e

eV = 1
µ(V )IV , V ∈ V.

O”nffl ”m`o“n˚tˇr`e `qfi˚u`e `c’`eṡfi˚t ˚u‹n`e ˚u‹n˚i˚t´é `a¯p¯p˚r`oˆc‚h`é´e : ¯p`o˘u˚rffl f ∈ L1(G) `eˇt x ∈ G,

(f ∗ eV )(x) = 1
µ(V )

∫
G

f(y)IV (y−1x)dy;

y−1x ∈ V ¯sfi¯sfi˚iffl x−1y ∈ V −1 = V ¯sfi¯sfi˚iffl y ∈ xV , `a˜l´o˘r¯s

(f ∗ eV )(x)− f(x) = 1
µ(V )

∫
xV

[f(y)− f(x)]dy = 1
µ(V )

∫
V

[f(xy)− f(x)]dy

`eˇt

‖f ∗ eV − f‖1 6
1

µ(V )

∫
V

∫
G

|Ryf(x)− f(x)|dxdy 6 sup
y∈V
‖Ryf − f‖1,

`c´e `qfi˚u˚iffl ˚t´e›n`dffl ”vfleˇr¯s 0 `e›nffl V ∈ V.
L`affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n‹n`e¨l¨l´e

J : f 7→
∫
G

f(x−1)dµl(x)

`eṡfi˚t ˚i‹n‹vˆa˚r˚i`a‹n˚t´e `àffl `d˚r`o˘i˚t´e :

J(Rgf) =
∫
G

(Rgf)(x−1)dµl(x) =
∫
G

f((g−1x)−1)dµl(x) = J(f),

`o“nffl ¯p`eˇu˚t `d`o“n`c `a`d‹m`eˇtˇtˇr`e `qfi˚u`e `c’`eṡfi˚t ˜l„˚i‹n˚t´é´gˇr`a˜l´e ¯p`a˚rffl ˚r`a¯p¯p`o˘r˚t `àffl µr. L’˚i‹n˚t´é-
`gˇr`a˜l´e

J ′(f) =
∫
G

f(x)∆(x−1)dµl(x)

`eṡfi˚t ˚i‹n‹vˆa˚r˚i`a‹n˚t´e `àffl `d˚r`o˘i˚t´e `é´g´a˜l´e›m`e›n˚t :

J ′(Rgf) =
∫
G

f(xg)∆(x−1)dµl(x) =
∫
G

f(xg)∆(xg)−1∆(g)dµl(x)

= ∆(g)−1J ′(f)∆(g) = J ′(f).
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O”nffl `affl `d`o“n`c J ′(f) = cJ(f) `a‹vfle´c ˚u‹n`e `c´o“n¯sfi˚t´a‹n˚t´e c > 0. E”nffl `c´o“m¯p`a˚r`a‹n˚t ˜l´eṡ
”vˆa˜l´eˇu˚r¯s ¯sfi˚u˚rffl ˜l„˚u‹n˚i˚t´é `a¯p¯p˚r`oˆc‚h`é´e, `o“nffl `c´o“n`c¨lˇu˚t `qfi˚u`e c = 1, `d`o“n`c∫

G

f(x−1)dµl(x) =
∫
G

f(x)∆(x−1)dµl(x). (3.1)

O”nffl ˚i‹n˚tˇr`oˆd˚u˚i˚t ˚u‹n`e ˚i‹n‹vˆo˝lˇu˚tˇi`o“nffl ¯sfi˚u˚rffl L1(G) : f∗(x) = f(x−1)∆(x)−1. P̀a˚rffl
(3.1), ‖f∗‖1 = ‖f‖1, `d`o“n`c L1(G) `eṡfi˚t ˚u‹n`e -`a˜l´g´è¨b˘r`e `d`e B`a‹n`a`c‚hffl.

3.2 L’`a˜l´g´è¨b˘r`e C∗(G) ; ˜l´e ˜lˇi`e›nffl `e›n˚tˇr`e ˜l´eṡ ˚r`eṗ˚r`eṡfi`e›nffl-
˚t´a˚tˇi`o“n¯s `d˚uffl `gˇr`o˘u¯p`e `eˇt `d`eṡ `a˜l´g´è¨b˘r`eṡ

D`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl 3.2.1. U”n`e ˚r`eṗ˚r`éṡfi`e›n˚t´a˚tˇi`o“nffl `d`e G `eṡfi˚t ˚u‹nffl ˛h`o“m`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e
π `d`e G `d`a‹n¯s ˜l´e `gˇr`o˘u¯p`e GL(E) `d`eṡ `op̧`éˇr`a˚t´eˇu˚rffl ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`eṡ ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi˚i˜b˝l´eṡ `dffl’˚u‹nffl
`eṡfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l E. S̊iffl E `eṡfi˚t ˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e `d`e H˚i˜l¨bfleˇr˚t `eˇt π(g) `eṡfi˚t ˚u‹n˚i˚t´a˚i˚r`e
¯p`o˘u˚rffl `c‚h`a`qfi˚u`e g ∈ G, `o“nffl `d˚i˚t `qfi˚u`e π `eṡfi˚t ˚u‹n˚i˚t´a˚i˚r`e. O”nffl `c´o“n¯sfi˚i`d`èˇr`e ˚u‹n˚i`qfi˚u`e›m`e›n˚t
˜l´eṡ ˚r`eṗ˚r`éṡfi`e›n˚t´a˚tˇi`o“n¯s ˚u‹n˚i˚t´a˚i˚r`eṡ `c´o“n˚tˇi‹n˚u`eṡ : ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t ξ, η ∈ H , ˜l´affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl
g 7→ 〈π(g)ξ, η〉 `eṡfi˚t `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e. C’`eṡfi˚t `é´qfi˚u˚i‹vˆa˜l´e›n˚t `àffl `c´e `qfi˚u`e ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl g 7→
π(g)ξ `eṡfi˚t `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t ξ ∈ H.

T`o˘u˚t´e ˚r`eṗ˚r`éṡfi`e›n˚t´a˚tˇi`o“nffl ˚u‹n˚i˚t´a˚i˚r`e π `d`e G ¯sfi˚u˚rffl H `e›n`g´e›n`d˚r`e ˚u‹n`e ˚r`eṗ˚r`é-
¯sfi`e›n˚t´a˚tˇi`o“nffl `d`e L1(G) ¯p`a˚rffl

π(f) =
∫
G

f(g)π(g)dg;

˜l„˚i‹n˚t´é´gˇr`a˜l´e `eṡfi˚t ¯p`a˚rffl `d`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl ˚u‹nffl `op̧`éˇr`a˚t´eˇu˚rffl ˚t´e¨l `qfi˚u`e ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t ξ, η ∈ H

〈π(f)ξ, η〉 =
∫
G

f(g)〈π(g)ξ, η〉dg.

O”nffl ”vfléˇr˚i˜fˇi`e `qfi˚u`e π `eṡfi˚t ˚i‹n‹vˆo˝lˇu˚tˇi‹vfle, `eˇt `o“nffl `affl ‖π(f)‖ 6 ‖f‖1.
R`é´cˇi¯p˚r`oˆqfi˚u`e›m`e›n˚t, ˚t´o˘u˚t´e ˚r`eṗ˚r`éṡfi`e›n˚t´a˚tˇi`o“nffl ˚i‹n‹vˆo˝lˇu˚tˇi‹vfle π `d`e L1(G) ¯sfi˚u˚rffl H

`d`é¨fˇi‹n˚i˚t ˚u‹n`e ˚r`eṗ˚r`éṡfi`e›n˚t´a˚tˇi`o“nffl ˚u‹n˚i˚t´a˚i˚r`e `d`e G ¯sfi˚u˚rffl ˜l„`eṡfi¯p`a`c´e π(L1(G)
)
H ; `o“nffl

`d˚i˚t `qfi˚u`e π `eṡfi˚t ”n`o“nffl-`d`é´g´é›n`éˇr`é´e ¯sfi˚iffl `c´eˇt `eṡfi¯p`a`c´e `eṡfi˚t `é´g´a˜l `àffl H.
U”n`e ˚r`eṗ˚r`éṡfi`e›n˚t´a˚tˇi`o“nffl ¯p`a˚r˚tˇi`cˇu˜lˇi`èˇr`e `eṡfi˚t ˚tˇr`èṡ ˚i‹m¯p`o˘r˚t´a‹n˚t´e : ¯sfi˚u˚rffl L2(G),

`o“nffl ¯p`oşfi`e λ(f) : h 7→ f ∗ h, `c´e `qfi˚u˚iffl `c´o˘r˚r`eṡfi¯p`o“n`dffl `àffl λ(x) = Lx, x ∈ G. C`eˇtˇt´e
˚r`eṗ˚r`éṡfi`e›n˚t´a˚tˇi`o“nffl `d`e G `eṡfi˚t ˚u‹n˚i˚t´a˚i˚r`e :

‖λ(x)h‖22 =
∫
G

|h(x−1y)|2dµl(y) = ‖h‖22.

C`o“m‹m`e ξV ∈ L2(G) `eˇt f ∗ξV → f `d`a‹n¯s L(G), `e›nffl ¯p`a˚r˚tˇi`cˇu˜lˇi`eˇrffl, `c´eṡ ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s
”n`e ¯sfi`o“n˚t ¯p`a¯s ˚t´o˘u˚t´eṡ ”n˚u˜l¨l´eṡ ¯sfi˚iffl f 6= 0, `d`o“n`c ˜l´affl ˚r`eṗ˚r`éṡfi`e›n˚t´a˚tˇi`o“nffl λ `eṡfi˚t ˚i‹n¯j´e´cˇtˇi‹vfle
¯sfi˚u˚rffl L1(G).
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P̀o˘u˚rffl f ∈ L1(G), ¯sfi`o˘i˚t

‖f‖∗ = sup{‖π(f)‖ : π `eṡfi˚t ˚u‹n`e -˚r`eṗ˚r`éṡfi`e›n˚t´a˚tˇi`o“nffl ¯sfi˚u˚rffl ˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e `d`e H˚i˜l¨bfleˇr˚t }.

C’`eṡfi˚t ˚u‹n`e ¯sfi`e›m˚i‹n`o˘r‹m`e ”m`a¯j´o˘r`é´e ¯p`a˚rffl ‖f‖1, `eˇt `e¨l¨l´e ”vfléˇr˚i˜fˇi`e `é›v˘i`d`e›m‹m`e›n˚t
˜l„˚i`d`e›n˚tˇi˚t´é ‖f∗f‖∗ = ‖f‖2∗. C`o“m‹m`e `a˚uffl ”m`o˘i‹n¯s λ `eṡfi˚t ˚i‹n¯j´e´cˇtˇi‹vfle, `c’`eṡfi˚t ˚u‹n`e
”n`o˘r‹m`e.

L`e `c´o“m¯p˜l´éˇt´é `d`e L1(G) ¯p`a˚rffl ˚r`a¯p¯p`o˘r˚t `àffl ‖ · ‖∗ `eṡfi˚t ˚u‹n`e C∗-`a˜l´g´è¨b˘r`e ”n`o˘t´é´e
C∗(G).

T`o˘u˚t´e -˚r`eṗ˚r`éṡfi`e›n˚t´a˚tˇi`o“nffl `d`e L1(G) ¯s’`éˇt´e›n`dffl ¯p`a˚rffl `c´o“n˚tˇi‹n˚u˚i˚t´é `àffl C∗(G).
F̊i‹n`a˜l´e›m`e›n˚t, `o“nffl `affl ˚u‹n`e ˜b˘i¯j´e´cˇtˇi`o“nffl `e›n˚tˇr`e :

? ˚r`eṗ˚r`éṡfi`e›n˚t´a˚tˇi`o“n¯s ˚u‹n˚i˚t´a˚i˚r`eṡ `d`e G ;
? -˚r`eṗ˚r`éṡfi`e›n˚t´a˚tˇi`o“n¯s ”n`o“nffl-`d`é´g´é›n`éˇr`é´eṡ `d`e L1(G) ;
? -˚r`eṗ˚r`éṡfi`e›n˚t´a˚tˇi`o“n¯s ”n`o“nffl-`d`é´g´é›n`éˇr`é´eṡ `d`e C∗(G).

3.3 L`affl `d˚u`a˜lˇi˚t´é `a˜bflé¨lˇi`e›n‹n`e
[C`eˇtˇt´e ¯p`a˚r˚tˇi`e `affl `éˇt´é ¯p˚r`éṡfi`e›n˚t´é `e›nffl `c´o˘u˚r¯s ˚tˇr`èṡ ˜b˘r˚i`è›vfle›m`e›n˚t, ”vˆo˘i`cˇiffl ˜l´eṡ ”n`o˘t´eṡ

`a‹vfle´c `d`eṡ ¯p˚r`eˇu‹vfleṡ.]
D`a‹n¯s `c´eˇtˇt´e ¯sfi`e´cˇtˇi`o“nffl, G `eṡfi˚t ˚u‹nffl `gˇr`o˘u¯p`e `a˜bflé¨lˇi`e›nffl ˜l´oˆc´a˜l´e›m`e›n˚t `c´o“m¯p`a`cˇt.

A ˚r`a¯p¯p`e¨l´eˇrffl, ˜l´eṡ `e›x´e›m¯p˜l´eṡ `c¨l´a¯sfi¯sfi˚i`qfi˚u`eṡ ¯sfi`o“n˚t Rn, Zn, Tn (`o˘ùffl T = {z ∈ C :

|z| = 1}). U”nffl `a˚u˚tˇr`e `e›x´e›m¯p˜l´e `eṡfi˚t ˜l´e `c´o˘r¯p¯s Qp `d`eṡ ”n`o“m˜b˘r`eṡ p-`a`d˚i`qfi˚u`eṡ.

D`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl 3.3.1. U”nffl `c´a˚r`a`cˇt´èˇr`e ϕ `d`e G `eṡfi˚t ˚u‹nffl ˛h`o“m`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e
`c´o“n˚tˇi‹n˚uffl ϕ : G→ T. L’`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `d`eṡ `c´a˚r`a`cˇt´èˇr`eṡ `d`e G `eṡfi˚t ”n`o˘t´é Ĝ.

E”x´e›m¯p˜l´e 3.3.2. R̂ = R, `a‹vfle´c ˜l„˚i`d`e›n˚tˇi˜fˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ϕt(x) = eitx, x, t ∈ R.
Ẑ = T, `a‹vfle´c ˜l„˚i`d`e›n˚tˇi˜fˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ϕz(n) = zn, z ∈ T, n ∈ Z.
O”nffl ¯p`eˇu˚t ”m`o“n˚tˇr`eˇrffl `qfi˚u`e Q̂p ' Qp.

˛h˚tˇtṗffl ://”w“w“w.”y´e¨l›m`a`a˚z´o˘u˚z.`o˘r`g/`c´o“n˚t´e›n˚t/`d`oˆcˇu‹m`e›n˚tṡ/¯pffl_`a`d˚i`cH`a˚r‹m`o“n˚i`cA”n`a˜l›yṡfi˚i¯s.¯p`d˜f

I˜l `eṡfi˚t ˜f´a`cˇi˜l´e `d`e ”vˆo˘i˚rffl `qfi˚u`e Ĝ `eṡfi˚t ˚u‹nffl `gˇr`o˘u¯p`e `a˜bflé¨lˇi`e›nffl `a‹vfle´c ˜l´affl ”m˚u˜lˇtˇi¯p˜lˇiffl-
`c´a˚tˇi`o“nffl ¯p`o“n`cˇtˇu`e¨l¨l´e : (ϕ · ψ)(x) := ϕ(x)ψ(x), ϕ−1(x) := 1/ϕ(x) = ϕ(x).

O”nffl `d`é¨fˇi‹n˚i˚t ˚u‹n`e ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`e ¯sfi˚u˚rffl Ĝ : ¯p`o˘u˚rffl ϕ ∈ Ĝ, ε > 0, F ⊂ G `c´o“m¯p`a`cˇt
`o“nffl ¯p`oşfi`e

Uε,F (ϕ) = {ψ ∈ Ĝ : |ϕ(x)− ψ(x)| < ε ∀x ∈ F}. (3.2)
L`affl `c´o“n‹vfleˇr`g´e›n`c´e `d`e `c´a˚r`a`cˇt´èˇr`eṡ `e›nffl `c´eˇtˇt´e ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`e `c´o˘r˚r`eṡfi¯p`o“n`dffl `d`o“n`c `àffl ˜l´affl
`c´o“n‹vfleˇr`g´e›n`c´e ˚u‹n˚i˜f´o˘r‹m`e ¯sfi˚u˚rffl ˜l´eṡ `c´o“m¯p`a`cˇtṡ.
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O”nffl ¯sfi`a˚i˚t `qfi˚u`e L1(G) `eṡfi˚t ˚u‹n`e `a˜l´g´è¨b˘r`e `d`e B`a‹n`a`c‚hffl, `eˇt `d`a‹n¯s `c´e `c´a¯s `e¨l¨l´e `eṡfi˚t
`c´o“m‹m˚u˚t´a˚tˇi‹vfle. C`o“m‹m`e `c‚h`a`qfi˚u`e `c´a˚r`a`cˇt´èˇr`e `eṡfi˚t ˚u‹n`e ˚r`eṗ˚r`éṡfi`e›n˚t´a˚tˇi`o“nffl ˚u‹n˚i˚t´a˚i˚r`e
`c´o“n˚tˇi‹n˚u`e `d`e `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl 1, `o“nffl `o˝b˘tˇi`e›n˚t ˜l´e `c´o˘r`o˝l¨l´a˚i˚r`e ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t `dffl’˚u‹nffl ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e
`d˚uffl `c´o˘u˚r¯s :
T‚h`é´o˘r`è›m`e 3.3.3. Ĝ `c´o˘r˚r`eṡfi¯p`o“n`dffl ˜b˘i¯j´e´cˇtˇi‹vfle›m`e›n˚t `àffl ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `d`eṡ `c´a˚r`a`c-
˚t´èˇr`eṡ ˚i‹n‹vˆo˝lˇu˚tˇi‹vfleṡ `d`e L1(G), `c.`àffl.`dffl. `d`eṡ ˛h`o“m`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`eṡ ϕ̃ : L1(G) → C

”n`o“nffl-”n˚u˜lṡ ”vfléˇr˚i˜fˇi`a‹n˚tṡ ϕ(f∗) = ϕ(f).
I˜l ”nffl’`eṡfi˚t ”m`ê›m`e ¯p`a¯s ”n`é´c´eṡfi¯sfi`a˚i˚r`e `d`e ¯sfi˚u¯p¯p`oşfi`eˇrffl ϕ ˚i‹n‹vˆo˝lˇu˚tˇi˜f : ¯sfi˚iffl ϕ : L1(G)→

C `eṡfi˚t ˚u‹nffl `c´a˚r`a`cˇt´èˇr`e, ¯sfi`affl ”n`o˘r‹m`e `e›nffl ˚t´a‹n˚t `qfi˚u`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n‹n`e¨l¨l´e `eṡfi˚t 1 ; `e›nffl
¯sfi`a`c‚h`a‹n˚t `qfi˚u`e (L1(G)

)∗ = L∞(G), `o“nffl `affl ϕ(f) =
∫
G
f(x)h(x)dx `a‹vfle´c ˚u‹n`e

˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl h ∈ L∞(G) `d`e ”n`o˘r‹m`e ‖h‖∞ 6 1.
C`o“m‹m`e ϕ `eṡfi˚t ”n`o“nffl-”n˚u˜l, `o“nffl ¯p`eˇu˚t `c‚h`o˘i¯sfi˚i˚rffl f ∈ L1(G) ˚t´e¨l¨l´e `qfi˚u`e ϕ(f) = 1.

P̀o˘u˚rffl x ∈ G, ¯sfi`o˘i˚t α(x) = ϕ(x−1f). O”nffl ¯sfi`a˚i˚t `qfi˚u`e ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl x 7→ x−1f ,
G→ L1(G) `eṡfi˚t `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e, `d`o“n`c α : G→ C `eṡfi˚t `c´o“n˚tˇi‹n˚uffl. P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t g ∈ L1(G)

`o“nffl `affl
ϕ(g) = ϕ(g)ϕ(f) = ϕ(g ∗ f) =

∫
G

(g ∗ f)(x)h(x)dx

=
∫
G×G

g(y)f(y−1x)h(x)dxdy =
∫
G

g(y)α(y)dy,

`dffl’`o˘ùffl α = h (¯p˚r`eṡfi`qfi˚u`e ¯p`a˚r˚t´o˘u˚t), `d`o“n`c `o“nffl ¯p`eˇu˚t ¯sfi˚u¯p¯p`oşfi`eˇrffl h `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e.
S̀o˘i`e›n˚t ”m`a˚i‹n˚t´e›n`a‹n˚t f, g ∈ L1(G) `qfi˚u`e¨l´c´o“n`qfi˚u`eṡ, `o“nffl `affl∫

G

(f ∗ g)(x)h(x)dx =
∫
G×G

f(y)g(y−1x)h(x)dxdy =
∫
G×G

f(x)g(z)h(yz)dxdz.

C`o“m‹m`e ϕ `eṡfi˚t ˚u‹nffl `c´a˚r`a`cˇt´èˇr`e, `c’`eṡfi˚t `é´g´a˜l `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl `àffl

ϕ(f)ϕ(g) =
∫
G×G

f(x)g(y)h(x)h(y)dxdy.

I˜l `e›nffl ¯sfi˚u˚i˚t `qfi˚u`e h(xy) = h(x)h(y) (¯p`a˚r˚t´o˘u˚t ¯p`a˚rffl `c´o“n˚tˇi‹n˚u˚i˚t´é), `a˜l´o˘r¯s h : G→ C

`eṡfi˚t ˚u‹nffl ˛h`o“m`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e `eˇt |h(x)| 6 1 ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x ; ¯p`a˚rffl `c´o“n¯sfi`é´qfi˚u`e›n`c´e,
|h(x)| = 1 ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x, `d`o“n`c h∗(x) = h(x−1) = 1/h(x) = h(x).

S̊iffl `o“nffl ¯p`oşfi`e ψ(f) = ϕ(f∗), `o“nffl `o˝b˘tˇi`e›n˚t `d`e ”n`o˘u‹vfle´a˚uffl ˚u‹nffl `c´a˚r`a`cˇt´èˇr`e (”n`o“nffl-
”n˚u˜l) `qfi˚u˚iffl `eṡfi˚t `é´g´a˜l `àffl

ψ(f) =
∫
G

f∗(x)h(x)dx =
∫
G

f(x−1)h(x)dx

=
∫
G

f(x)h(x−1)dx =
∫
G

f(x)h∗(x)dx = ϕ(f)

(`o“nffl ˚u˚tˇi˜lˇi¯sfi`e ˜l´e ˜f´a˚i˚t `qfi˚u`e G `eṡfi˚t ˚u‹n˚i‹m`oˆd˚u˜l´a˚i˚r`e), `d`o“n`c ϕ = ψ `eṡfi˚t ˚i‹n‹vˆo˝lˇu˚tˇi˜f.
C`o“n`c¨lˇu¯sfi˚i`o“nffl :

45



T‚h`é´o˘r`è›m`e 3.3.4. Ĝ `eṡfi˚t ˚i¯sfi`o“m`o˘r¯p˛h`e `a˚uffl ¯sfi¯p`e´cˇtˇr`e `d`e ˜l„`a˜l´g´è¨b˘r`e L1(G). A”vfle´c
˜l´affl ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`e ˚i‹n˚tˇr`oˆd˚u˚i˚t´e `cˇiffl-`d`eṡfi¯sfi˚u¯s, ˚i˜l `eṡfi˚t ˚u‹nffl `gˇr`o˘u¯p`e ˜l´oˆc´a˜l´e›m`e›n˚t `c´o“m¯p`a`cˇt.
D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. I˜l ”n`e ˚r`eṡfi˚t´e `qfi˚uffl’`àffl ”m`o“n˚tˇr`eˇrffl ˜l„`é´g´a˜lˇi˚t´é `d`eṡ `d`eˇu‹x ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`eṡ.
S̀o˘i˚t τ1 ˜l´affl ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`e `d`é¨fˇi‹n˚i`e ¯p`a˚rffl (3.2), `eˇt τ2 ˜l´affl ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`e `d˚uffl ¯sfi¯p`e´cˇtˇr`e `d`e
L1(G). S̀o˘i˚t f ∈ L1(G), `o“nffl ”n`o˘t´e f̂(ϕ) = ϕ(f), ϕ ∈ Ĝ. P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t ε > 0 ˚i˜l
`e›xˇi¯sfi˚t´e ˚u‹nffl `c´o“m¯p`a`cˇt F ⊂ G ˚t´e¨l `qfi˚u`e ∫

G\F |f | < ε ; ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t ψ ∈ Uε,F (ϕ)

`o“nffl `affl

|ϕ(f)−ψ(f)| 6
∫
G

|f(x)||hϕ(x)−hψ(x)|dx 6 ε

∫
F

|f(x)|+2
∫
G\F
|f | < ε(‖f‖1+2).

C`e¨l´affl ”m`o“n˚tˇr`e `qfi˚u`e f̂ `eṡfi˚t τ1-`c´o“n˚tˇi‹n˚u`e. P̀a˚rffl `d`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl, τ2 `eṡfi˚t ˜l´affl ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`e
”m˚i‹n˚i‹m`a˜l´e `qfi˚u˚iffl ˚r`e›n`dffl ˚t´o˘u˚t´eṡ ˜l´eṡ f̂ `c´o“n˚tˇi‹n˚u`eṡ, `d`o“n`c τ2 ⊂ τ1.

I`d`e›n˚tˇi˜fˇi`o“n¯s ϕ ∈ Ĝ `a‹vfle´c ˜l´affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl hϕ : G→ T (`qfi˚u˚iffl `eṡfi˚t ˚u‹nffl `c´a˚r`a`cˇt´èˇr`e
`d`e G). P̀o˘u˚rffl x ∈ G, ¯sfi`o˘i˚t x̂ : ϕ 7→ ϕ(x) ; `e›nffl `c´o“n¯sfi˚i`d`éˇr`a‹n˚t Uε,{x}(ϕ), `o“nffl ”vˆo˘i˚t
`qfi˚u`e x̂ `eṡfi˚t τ1-`c´o“n˚tˇi‹n˚uffl. D`e ˜l´affl ˜f´o˘r‹m˚u˜l´e ˚i‹n˚t´é´gˇr`a˜l´e `o“nffl `d`é´d˚u˚i˚t `qfi˚u`e f̂x(ϕ) =

f̂(ϕ)ϕ(x−1) ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u¯s f ∈ L1(G), ϕ ∈ Ĝ, `d`o“n`c

x̂(ϕ) = f̂x−1(ϕ)
f̂(ϕ)

(3.3)

¯sfi˚iffl f̂(ϕ) 6= 0. P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t ϕ ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e f ∈ L1(G) `eˇt ˚u‹nffl τ2-”vˆo˘i¯sfi˚i‹n`a`g´e V `d`e ϕ
˚t´e¨l `qfi˚u`e f̂ |V 6= 0 ; `c´e´cˇiffl ˚i‹m¯p˜lˇi`qfi˚u`e ˜l´affl `c´o“n˚tˇi‹n˚u˚i˚t´é `d`e x̂ ¯sfi˚u˚rffl V , `eˇt `é›v˘i`d`e›m‹m`e›n˚t
˚i˜l `e›nffl ¯sfi˚u˚i˚t ˜l´affl `c´o“n˚tˇi‹n˚u˚i˚t´é ¯sfi˚u˚rffl Ĝ.

D`e (3.3), `o“nffl ¯p`eˇu˚t `d`é´d˚u˚i˚r`e ”m`ê›m`e ¯p˜lˇu¯s. P̀o˘u˚rffl f `c‚h`o˘i¯sfi˚i`e `c´o“m‹m`e `a‹vˆa‹n˚t
(`o“nffl ¯p`eˇu˚t `a`d‹m`eˇtˇtˇr`e `qfi˚u`e |f̂(ϕ)| > 1/2 ¯p`o˘u˚rffl ϕ ∈ V ) `eˇt ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t ε > 0,
˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e U = U−1 ˚u‹nffl ”vˆo˘i¯sfi˚i‹n`a`g´e `d`e e `d`a‹n¯s G ˚t´e¨l `qfi˚u`e ‖fx − fy‖1 < ε ¯sfi˚iffl
x−1y ∈ U . O”nffl `affl `a˜l´o˘r¯s |f̂x(ϕ)− f̂y(ϕ)| < ε ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t ϕ ∈ Ĝ `eˇt ˜l´eṡ ”m`ê›m`eṡ
x, y. I˜l `e›nffl ¯sfi˚u˚i˚t

|x̂(ϕ)− ŷ(ψ)| 6
∣∣∣ f̂x−1(ϕ)− f̂x−1(ψ)

f̂(ϕ)

∣∣∣+
∣∣∣ f̂x−1(ψ)− f̂y−1(ψ)

f̂(ϕ)

∣∣∣
+ |f̂y−1(ψ)| ·

∣∣∣ 1
f̂(ψ)

− 1
f̂(ϕ)

∣∣∣
6 2|f̂x−1(ϕ)− f̂x−1(ψ)|+ 2ε+ 2‖f‖1

∣∣∣ 1
f̂(ψ)

− 1
f̂(ϕ)

∣∣∣.
C`o“m‹m`e f̂ , f̂x−1 ¯sfi`o“n˚t `c´o“n˚tˇi‹n˚u`eṡ, ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e ˚u‹nffl τ2-”vˆo˘i¯sfi˚i‹n`a`g´e W `d`e ϕ ˚t´e¨l
`qfi˚u`e

|x̂(ϕ)− ŷ(ψ)| < 3ε, y ∈ xU, ψ ∈W. (3.4)
M`o“n˚tˇr`o“n¯s ”m`a˚i‹n˚t´e›n`a‹n˚t `qfi˚u`e ˜l´eṡ ”vˆo˘i¯sfi˚i‹n`a`g´eṡ Uε,F `d`e (3.2) ¯sfi`o“n˚t τ2-

`o˘u‹vfleˇr˚tṡ. S̀o˘i`e›n˚t ε, F ˜fˇi‹x´eṡ. P̀a˚rffl `c´e `qfi˚u˚iffl ¯p˚r`é´c´è´d`e, ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x ∈ F ˚i˜l
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`e›xˇi¯sfi˚t´e›n˚t ˚u‹nffl ”vˆo˘i¯sfi˚i‹n`a`g´e Ux `d`e x `eˇt ˚u‹nffl τ2-”vˆo˘i¯sfi˚i‹n`a`g´e Vx `d`e ϕ ˚t´e¨lṡ `qfi˚u`e
|x̂(ϕ) − ŷ(ψ)| < ε/2 ¯sfi˚iffl y ∈ Ux `eˇt ψ ∈ Vx. P̀a˚rffl `c´o“m¯p`a`cˇi˚t´é `o“nffl `c‚h`o˘i¯sfi˚i˚t
x1, . . . , xn ∈ F ˚t´e¨lṡ `qfi˚u`e F ⊂ ∪nk=1Uxk

. S̀o˘i˚t V = ∩nk=1Vxk
. P̀o˘u˚rffl y ∈ F ,

ψ ∈ V ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e k ˚t´e¨l `qfi˚u`e y ∈ Uxk
, `eˇt `o“nffl `affl

|ϕ(y)− ψ(y)| 6 |ŷ(ϕ)− x̂k(ϕ)|+ |x̂k(ϕ)− ŷ(ψ)| < ε,

`dffl’`o˘ùffl ψ ∈ Ue,F (ϕ). C`e¨l´affl ˚t´eˇr‹m˚i‹n`e ˜l´affl ¯p˚r`eˇu‹vfle.

O”nffl `affl ”m`o“n˚tˇr`é, `e›nffl `a˚r˚r˚i‹vˆa‹n˚t `àffl (3.4), ˜l´e ˜f´a˚i˚t ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t `qfi˚u˚iffl ”m`éˇr˚i˚t´e `dffl’`êˇtˇr`e
˜f´o˘r‹m˚u˜l´é `àffl ¯p`a˚r˚t :
P̊r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl 3.3.5. L’`é›vˆa˜lˇu`a˚tˇi`o“nffl (x, ϕ) 7→ ϕ(x) `eṡfi˚t ¯j´o˘i‹n˚t´e›m`e›n˚t `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e
`d`e G× Ĝ `d`a‹n¯s T.

3.4 L`affl ˚tˇr`a‹n¯sfi˜f´o˘r‹m`é´e `d`e F̀o˘u˚r˚i`eˇrffl
P̀o˘u˚rffl f ∈ L1(G), `o“nffl ”n`o˘t´e f̂ : Ĝ→ C ˜l´affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl f̂(ϕ) = ϕ(f). C`o“m‹m`e

Ĝ `eṡfi˚t ˜l´e ¯sfi¯p`e´cˇtˇr`e `d`e L1(G), f̂ ∈ C0(Ĝ). L’`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl F : L1(G)→ C0(Ĝ),
f 7→ f̂ `eṡfi˚t `a¯p¯p`e¨l´é´e ˜l´affl ˚tˇr`a‹n¯sfi˜f´o˘r‹m`é´e `d`e F̀o˘u˚r˚i`eˇrffl, `eˇt `e¨l¨l´e `eṡfi˚t ˚i`d`e›n˚tˇi`qfi˚u`e `àffl ˜l´affl
˚tˇr`a‹n¯sfi˜f´o˘r‹m`é´e `d`e G´e¨l¨f´a‹n`dffl `d`e ˜l„`a˜l´g´è¨b˘r`e `d`e B`a‹n`a`c‚hffl L1(G).
R`e›m`a˚r`qfi˚u`e 3.4.1. P̀o˘u˚rffl `g´a˚r`d`eˇrffl ˜l´affl ˜f´o˘r‹m˚u˜l´e ˛h`a˜b˘i˚tˇu`e¨l¨l´e `d`e ˜l„`a‹n`a˜l›yṡfi`e `d`a‹n¯s
˜l´e `c´a¯s G = R :

f̂(t) =
∫ ∞
−∞

f(x)e−itxdx,

`o“nffl `a`d‹m`eˇt `qfi˚uffl’˚u‹nffl `c´a˚r`a`cˇt´èˇr`e t ∈ R̂ ' R `c´o˘r˚r`eṡfi¯p`o“n`dffl `àffl ˜l„˛h`o“m`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e
x 7→ e−itx, R→ T. O”nffl ¯p`o˘u˚r˚r`a˚i˚t `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl ˚i‹n˚tˇr`oˆd˚u˚i˚r`e ϕ `a˚uffl ˜lˇi`eˇuffl `d`e ϕ `d`a‹n¯s ˜l´affl
`d`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl `d`e ˜l´affl ˚tˇr`a‹n¯sfi˜f´o˘r‹m`é´e `d`e F̀o˘u˚r˚i`eˇrffl `e›nffl `g´é›n`éˇr`a˜l ; `c’`eṡfi˚t ˚u‹nffl `c‚h`o˘i‹x `qfi˚u˚iffl
`eṡfi˚t ¯sfi`o˘u‹vfle›n˚t ˜f´a˚i˚t. M`a˚i¯s ¯j´e ¯p˚r`é¨f´èˇr`e ˜l´affl ˜f´o˘r‹m˚u˜l´e `cˇiffl-`d`eṡfi¯sfi˚u¯s `c´a˚rffl `e¨l¨l´e ¯p`eˇr‹m`eˇt
`dffl’˚i`d`e›n˚tˇi˜fˇi`eˇrffl F `a‹vfle´c ˜l´affl ˚tˇr`a‹n¯sfi˜f´o˘r‹m`é´e `d`e G´e¨l¨f´a‹n`dffl.

O”nffl ”vfléˇr˚i˜fˇi`e `qfi˚u`e F `eṡfi˚t ˚u‹nffl ˛h`o“m`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e : F(f ∗g) = F(f)·F(g). C`e¨l´affl
¯sfi˚u˚i˚t `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl `d˚uffl ˜f´a˚i˚t `qfi˚u`e `c’`eṡfi˚t ˜l´affl ˚tˇr`a‹n¯sfi˜f´o˘r‹m`é´e `d`e G´e¨l¨f´a‹n`dffl. O”nffl `affl `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl
F(f∗) = F(f). P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t ϕ ∈ Ĝ, ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e ˚u‹nffl ”vˆo˘i¯sfi˚i‹n`a`g´e U `d`e ˜l„˚i`d`e›n˚tˇi˚t´é
`d`a‹n¯s G ˚t´e¨l `qfi˚u`e |ϕ(x)− 1| = |ϕ(x)− ϕ(e)| < 1/2 ¯p`o˘u˚rffl x ∈ U , `a˜l´o˘r¯s

|ϕ(IU )− µ(U)| =
∣∣∣ ∫
U

(ϕ(x)− 1)dµ(x)
∣∣∣ < 1

2µ(U)

`dffl’`o˘ùffl ϕ(IU ) = ÎU (ϕ) 6= 0. C`e¨l´affl ”m`o“n˚tˇr`e `qfi˚u`e ˚t´o˘u˚t´eṡ ˜l´eṡ ˛h‹yṗ`o˘t‚h`èṡfi`eṡ `d˚uffl ˚t‚h`é´o-
˚r`è›m`e `d`e S̊t´o“n`e-W`eˇi`eˇr¯sfi˚tˇr`a¯sfi¯s ¯sfi`o“n˚t ”vfléˇr˚i˜fˇi`é´eṡ, `eˇt `o“nffl `c´o“n`c¨lˇu˚t `qfi˚u`e F(L1(G))

`eṡfi˚t `d`e›n¯sfi`e `d`a‹n¯s C0(Ĝ). O”nffl ”n`o˘t´e `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl `c´eˇtˇt´e `a˜l´g´è¨b˘r`e A(G).
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O”nffl `a‹vˆa˚i˚t ”m`o“n˚tˇr`é `qfi˚uffl’˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e ˚u‹nffl ˛h`o“m`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e ˚i‹n¯j´e´cˇtˇi˜f J : L1(G)→

C∗(G), `eˇt `e›nffl ¯p˜lˇu¯s ˜l´eṡ -˚r`eṗ˚r`éṡfi`e›n˚t´a˚tˇi`o“n¯s `d`e C∗(G) ¯sfi`o“n˚t `e›nffl ˜b˘i¯j´e´cˇtˇi`o“nffl `a‹vfle´c
`c´e¨l¨l´eṡ `d`e L1(G). L`e ¯sfi¯p`e´cˇtˇr`e `d`e C∗(G) `eṡfi˚t `d`o“n`c Ĝ (`d`a‹n¯s ˜l´e `c´a¯s `a˜bflé¨lˇi`e›nffl).
O”nffl ¯sfi`a˚i˚t `qfi˚u`e ˚t´o˘u˚t´e C∗-`a˜l´g´è¨b˘r`e `c´o“m‹m˚u˚t´a˚tˇi‹vfle A `eṡfi˚t ¯sfi`e›m˚i¯sfi˚i¯p˜l´e, `c.`àffl.`dffl. 0 6=

a ∈ A ˚i‹m¯p˜lˇi`qfi˚u`e `qfi˚uffl’˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e ˚u‹nffl `c´a˚r`a`cˇt´èˇr`e ϕ `d`e A ˚t´e¨l `qfi˚u`e ϕ(a) 6= 0. E”nffl
˜l„`a¯p¯p˜lˇi`qfi˚u`a‹n˚t `àffl C∗(G), `o“nffl `o˝b˘tˇi`e›n˚t : ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t´e f ∈ L1(G) ”n`o“nffl-”n˚u˜l¨l´e ˚i˜l
`e›xˇi¯sfi˚t´e ϕ ∈ Ĝ ˚t´e¨l `qfi˚u`e ϕ(f) = f̂(ϕ) 6= 0. C’`eṡfi˚t ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e `d`e ˜l„˚u‹n˚i`cˇi˚t´é `d`e
˜l´affl ˚tˇr`a‹n¯sfi˜f´o˘r‹m`é´e `d`e F̀o˘u˚r˚i`eˇrffl.

P̊r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl 3.4.2 (L`affl ˜f´o˘r‹m˚u˜l´e `d`e P˜l´a‹n`c‚h`eˇr`e¨l). S̊iffl f ∈ L1(G)∩L2(G),
`a˜l´o˘r¯s f̂ ∈ L2(Ĝ) `eˇt ‖f‖2 = ‖f̂‖2.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. S̊iffl f ∈ L1(G)∩L2(G), ¯sfi`affl ”n`o˘r‹m`e ¯sfi`e `c´a˜l´cˇu˜l´e `c´o“m‹m`e ¯sfi˚u˚i˚t :

(f ∗ f̃)(e) =
∫
G

f(x)f̃(x−1)dx =
∫
G

f(x)f(x)dx = ‖f‖22.

L`affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl f ∗ f̃ `eṡfi˚t `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e `d`é¨fˇi‹n˚i`e ¯p`oşfi˚i˚tˇi‹vfle. P̀a˚rffl ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e `dffl’˚i‹nffl-
”vfleˇr¯sfi˚i`o“nffl f̂ ∗ f̃ = |f̂ |2 ∈ L1(Ĝ) `eˇt

(f ∗ f̃)(e) =
∫
Ĝ

|f̂ |2(t)〈e, t〉dt = ‖f̂‖2,

`c´e `qfi˚u˚iffl `éˇt´a˚i˚t `àffl `d`é›m`o“n˚tˇr`eˇrffl.

S̊u˚rffl L1(G)∩L2(G), F `eṡfi˚t `d`o“n`c ˚u‹n`e ˚i¯sfi`o“m`éˇtˇr˚i`e `àffl ”vˆa˜l´eˇu˚r¯s `d`a‹n¯s L2(Ĝ).
C`o“m‹m`e `c´eˇt `eṡfi¯p`a`c´e `eṡfi˚t `d`e›n¯sfi`e `d`a‹n¯s L2(G), F ¯sfi`e ¯p˚r`o˝l´o“n`g´e ¯p`a˚rffl `c´o“n˚tˇi‹n˚u˚i˚t´é
`àffl ˚u‹n`e ˚i¯sfi`o“m˚t´éˇtˇr˚i`e `d`e L2(G) `àffl L2(Ĝ).

O”nffl ˚t´eˇr‹m˚i‹n`e ¯p`a˚rffl ˜l„`é›n`o“n`c´é `d˚uffl ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e `d`e `d˚u`a˜lˇi˚t´é :

T‚h`é´o˘r`è›m`e 3.4.3 (D˚u`a˜lˇi˚t´é `d`e P̀o“n˚tˇr‹y´a`gˇi‹nffl). T`o˘u˚t `gˇr`o˘u¯p`e `a˜bflé¨lˇi`e›nffl ˜l´oˆc´affl-
˜l´e›m`e›n˚t `c´o“m¯p`a`cˇt G `eṡfi˚t ˚i¯sfi`o“m`o˘r¯p˛h`e `àffl ¯sfi`o“nffl `gˇr`o˘u¯p`e ˜b˘i`d˚u`a˜l, `c’`eṡfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e `a˚uffl
`d˚u`a˜l `d`e Ĝ.
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