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CRapitre 1
bolgebes de Bamach

14 Rappels

Deffimition AAA. it A un eapace de Bamack complexce. A eal dite

une alpelre de Bamack ai A eal mumie d'ume sbwcture d algelne (asso-

a’aﬁ'/ue/fe”e?ue labll < [lal| o]l pown Lous a,be A.
%WMW'GMM&WWWMW

@é%mut«yn ’l.’l.iZ.&&WdhméﬂémgnfaGA est Venaemble
ola)={AeC:a—A nea[wm}mmg&}

Cheorneme 1.4.3. e apectre de Lout dlement d'ume algelne de Bamack

Wheonome 144 (Gelfland Noayin). Bt 4 une bl unitale qui cot

Demonstnation. Seit a € A. W exciske A €o(a) # 0. Jollors a — A1 wesk
Wlnvu@u&i%e;/rmg’p\w&tp\m,a—Azo,dymaeCl. |

Deffimition 14.5. %il a € A. ofe nayon spectral de a esl pla) =

sup{|A| : A € o(a)}.

Om obbient [)Tamﬂafm\.t pla) < a.



Cheoneme 11.6. gamwa,ﬂlﬁwmfemwa/ntem{feefv@%é

Vgalite
pla) = lim |a
n— 00

Chéoneme 1.1.7.?1%[@6144 %Mﬁs@m@m@p,ma

a(p(a)) = p(o(a)) = {p(\) : A € o(a)}.

Demonstration. Seit n = degp. Tbun kouk A on o p(z)-A=clz—z)...(2—
2p) avec ¢ # 0 ek cenkaims 2z, € C. follors pla)=A=cla—z1)...(a—z,) ; cesk
mww&ﬁema&wtmmwe&tuwm@@e, cad. zj¢ola), j=1,...,n
£@WW-MWLM@Q@AWQQ@NAWG&@€U(&)WWW
j. On ana dlons p(z;) = A =0, dome A € p(0(a)).

@%wx[\nowant)\ p(20) avec zg € o(a @maquep & ammule
mzodomAeduuwewﬁe@aMz—zotquuea—zome&t/r\w
imuverwible ; om auno dome pla) — A non-imuernsille et p(z0) € o(p(a)). o

(B dams toute algebre unitole, mime aams movme / Loologie).

1.9 Joaﬂ-mnm 4 umite
QA wesk fab umi%@w\ e, oM /r\eut comaidénen Q’eb/r\ace A=A®d1 ek Y
&&MLQQWUQMMM\A@W%MIMQ’W
(A4 a)(u+b) = A+ Xa + pb + ab,

A\ u€C, a,bEA.Orr\/r\Me ||)\+a\|:|)\|+||a|\,atceﬂam8,aitmeaﬂﬂéﬁne
de Bamack

IO+ @) (4 D)< sl + INIB] + Lealllall + llall 1B = A+ all fl12+ b]].
Deffmition 1.24. Soit A ume BB non-unifere. Toun a € A, on pose
o(a) i=04(a) el pla) = sup{|A| : A € 7(a)}.
Si A ma pos dumite, A et un idéal dams A, dome ses dlements me
Amtgamammmm@geo cesb-a-dine 0 € o(a) pow tout a€ A,

éimnﬁ&w:z 5%¢A Co(R Wﬁamﬂafﬂwmwm@%@tﬁa

jMTLR.‘()()\+f)()—>\+f %me%@/r\oﬁ@fnf A eat imvenailble s
e”emexsamxrmfewa/wc/mmwweg I lomite & ]Un%mu

eal —1/) /cewm%dmnequmdmfmﬂ )\#O)dafncg—ngl/)\eAf
damo A. Fimalement - o(f) = fR)U{0} et p(f) = [fll.
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1.3 Jdsaucc

WICAMgtwAICIdIACI. Un idéal est dit maccimal 570
nwwmmmWMWWaA)

Theoreme 1.3.2.?0{1']CAumxdéa/%6'mné. d@/@)wA/Ia/uec&L
norume quotient est une alpelre de Bamach, et Lapplication quotient st
@@Wa&&n.@mmvrx&pﬂewwaeA,

la + I|| = inf ||a + z]|.
zel
Omwt@wnqu/Imtmwde@?}macpxmcettemOm
aermwite/r\ema,beA :
l(a+ DO+ I)] = irgi\\ab—kz” < Z}££I||ab+aw+zb+zw||
= inf o+ 2)b+w)l < fla-t 1] o+ 1],
o

Proposition 1.3.3. %it H un espace de Killbent sepanalle. oblons
K(H)mt[emﬁw%mmém B(H).

gafwfom,&awn 1.3.4.50MA,BMJ&{@@&@:A—>BMM-
WWWMWWMJCBMWMW
I:go’l(J)aAfmxdéa/damAA.

Demenstration. (e'mtéu{dmt:ALzelataEA,aQofmgo(az):w(a)gp(z)E
@(a)JCJdomcazEI,dam@mezae[.@imwwwmquemJ
eat@arwneaﬂorwlw o

Demenatration. Cout zefe&tﬂa&mﬁezzlimznmznel;ma
aQofw/[\mmtouliaeA

az =limaz, € I et za =limz,a € I.



gxexnv,wfe’l?)é@a/mA—Co WWKCRWW
Adea[IK—{fEA f|K—0}50L —{x}m[mwv?[et@ﬂ]Ka&L
codimenaion 1 el est done mascimal

éemmmmmmwwmﬂamwﬁ@%
Ammtds%macpx(w) On

ga:e/m//x/e ’1.3.7.C@WA:CO(R),MI:{fGA:suppf eafawnfwzd’}

(fim s cowns 1)

1.4 o modullaines

Deffimition 1.4 4. Hit A wne algélne de Bamach. U ideal 1< A eal
MW&A/IWW,WawWJWWW
modulaine - un lement u e A feﬂ;/we

a—ua,a—au asonlt dams I

Wﬁ@u[aeA.

Omwoita[uadanwcecaba+lzua+lzau+l.0m/r\eutdmeauxxm
qxwuebtwnewnitémwdx&e].

Sxcemple 4.4.9. $oit A=Co(R) et soit K R compact. blons Ic est

fmscﬁjame,eftc}uteﬁw\oﬁmueAéga&d imKWéwae
fﬁK%éAowWa&VwIK n:%[faﬁm@&une/umeuﬂufé

fmaduﬂal/wuaunalféfééﬁa/ed jAquK/.

Exencice 1.4.3. Bit A= AD) lalpelre de disgue - ceat Leapace des
W%W&AMD—{,ZEC 2| < 1}, continues sun D. On
&LW&&LWW%&&WMW
Conaidenons Ay = {f € A : £(0) = 0}. ge&fmmwnea%c@wde
Banack (un ideal dams A). Msntren que I ={f € Ay : f'(0) =0} eat un
MWMWWML&WVEWAO

¢W144£ICAMMMWMMW,M

fervme.



z@éﬂmwbwbm.goituwnemutémsduﬁo],etw&BzB(u,l)Eaﬂouﬁe
umtéwnbiéemu.chbembimr}ueBﬂI:@.

S be B, dlow [[b—ul| <1 done |(b+1) — (u+ )| < 1. Lelement
b+[%tdem@wL@Qedaan,aﬁgé@%wnitaQeA/I,d'mlmq\mpiﬁL
b l.

Ommm&xtaﬂywwu¢7;mmfabtmidéaﬂ,qmmtdmc/r\nﬂzpns

QFMQ@M,MIMM,QM&MMMWM%QQEL
Ta[dsm@erm. o

gonafwmbm 145. C@MWWWICA@[M

I.?LUGAMWWWMI,%Q’MMWMJE.F
ek en ponbiculien w ¢ J. i ¢ est ume hoime dams F ordonmé pan
nappent & Limelusion, alons UC eat svidemment un idéal qui me contient
Mu,Mucg.OmmmﬂW@mW@%m;&
exciste dome wn idéal J € F mascimall pon nappent a Limclusion. I est
mécezmmntmamr\aﬁdanwA O

1.5 chQgEQmeA comamukabinses

151 Udéaummwmumdp,eb/r\ecbxe
@Wb&ni5i£lCAeAfmuﬂéaﬁWnaﬁm&du&tﬂe,aﬁyw
A/l est isomonphe a C.

@@WWn.J@MB:A/I. it b=a+1eB. % m’aal:/r\ab
mwwi@&agomQ’MbB:BbwtwmiﬁmMWi
WO#biB.?wWWJWQIWWM@t
midéaﬁdmAmtmamt];iﬁthmmméﬁaﬁdlcequLmt

A/l ~C. o
Om/r\wtdmmwmdefmﬁa/rvr\&mbmxoru@bm&@ A — A/C comme
gtamt de A dams C, &ce&tmﬂym&mef‘ur\pumm

Bunzhxcewwﬁl)
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Deffmition 1.5.2. Un canactene d'ume KB A est un homomorphisme

nonnul de A dams C. Bemsemble de bous les canactones est moté Q(A)

el appele le apectne de A.

lative eal le moryau dun canactere. ofa comneapondamce I ¢y eat ume
fﬁA@[M\%@@a&mMu@/mﬁmﬁM&W@tﬂm)

se décnit comme Vemsemble des idéausx maccimaus. Cot emsemble eat

Remangue 454 Gams unité, lo spectre peut stre vide : on defimit
WWWMWLW&MAWWM@,GMMXWWW

medeAda/nAC,max(a)2zx(a2):OWf@ufaeA;faAwﬁe
W@fxzo.

ganomtmfn 155. %it A wm%éne,azywx(l)zl WMXEQ(A).

Demonstration. W exciske a € A Lel que x(a) #0; allors x(1)x(a) = x(a)
dot x(1) =1. O
ganofwdbbcyn’l56 A(meAfrwvnufm%aw WZ@)‘LAQ A)U{xoo} ot
X00|A—0 6(_XOO( )_1

o@émambmﬁm.Ommém%ied’a@oquusxoo@t@iMxmwm:
Xoo(a+)\):/\MC'MQ’WMMA%A/AZC,WM
meWMmAe&tmdwﬂdwm[l
ONMWMMMXEQ ) & A em posamt (a+)) =
( )+ mwﬂa&w&emwc@twmm £wrvr£k
sip e QA aﬂo%xﬁectdete)imume/r\anx ©la can (1) =1; m/I\Q\w
ae&ermbmmkmﬁmnmmﬁmmdeAmc ©l est momudl
aﬁofwgo:)z;b'iﬂeatmuﬁaﬁofwgo:xw. O

@Wi.&?.s@meWmewdA:cm
Mmﬁ%{ea[(//lan[amnwm x), x€K, feA.
@Mwbm.@mbutxeKQmem%t@iyﬂmmad@w
nom-mwl.
?MWMICAMM.?LWMxEK&MwaI
a[ukmeA'amnu&e/rmmx,aﬁofwfzmb'mvm&e/rwAMummmt

8



Vzco’ntamn\tx;mcpxoimtmnmwmwg&/nk{Vzi:izl,...7n}
deK,aQomea[)T@/nJA'mf:E?:1|fwi|2mtdamprimeb’ammuQe/r\m
MK.UQ@T\WOIUE1:f~%€IatapohAI:A.C€outidéaQ/rmeTm
Idoi,ta/uoinapofwm%érwwmmnxelf,etICkerXx.oMOwLAALI
Mwmﬁnaﬁaﬁyw[:xm;wmmmw%wwdanu

mewaAtQﬂmeaadAme |

gyw%meif_)g» fMXmW&mWWW Ofn
L}ue/nfwuf[emulmo%m %@utamfu/nfw—tme X U {oo} eal
fewao&%tedd@&xcandﬁ# @W%@MynmmeXaﬁa
%@'vmef fo+ f(o 1w1mfume%0mo&0mm,&famfefeffo( o0) =

Zane@buo&a/nc/efoleme[aﬂwCo fﬁ'e/nfneteA C’O()
QA) = XU {xo} ~ X. Oma%nww/fﬂwfandwtteidm%m&ynm
*ﬁAeAfum%&w,a&)wWMaeA

o(a) ={x(a): x € Q(A)};

mWﬂﬁ,aMMAW%MX(a)#OWMXeQ(A).
« B A nia pas dumits, alns poun tout a € A

o(a) = {x(a) : x € Q(A)} U {0}.

Demonabration. Supposons que A est uniferne. On sait gue pown fouk
/\ECmaa(a—)\)za(a)—)\,aQomiQ%auté&mtewnbmfzadwm@me
mm.gka@tmwmwe,aﬂwbx(a)x(aﬂ):x(l):1/r\ounb}utxe
Q(A), dome x(a) #0. @aéwrmoqxwmwnt, sl aucun canackine me »ammule
Ma,a&ywﬁ’idéaﬁAa:AaWMam'mthdanwm
mmmaﬂ,d@mAa:AAUQmmtquﬁamtimwmkwe.
?MMAW-ML@%&.@MM@EAQ@WMG(@—
o4(a) = {x(@) : x € AA)}. Cest emackement {x(a) : x € VAU {0} can
Xoo(@) = 0. =



Conollnine 1.540. Joun toul x € QA) on a ||x| <1.

Demenatration. gbwncpuque a€ A ek x€QA) mows avons x(a) € o(a),
domne |x(a) < p(a) < fall. D

15.2 £ah@T@Q08wMLQeA/r\a‘b\e £abnanu;@mmxée
de Gelfjamd
Dfmition 1.5.41. %&WQ 4) eat contenu dans lo boult

Lo topologie fuible de a°

Eimduwwus?))

ALA@A[’MA%@M J@Afcomufnad’fﬁAeAfmm%@w
@h&%mm&%mﬁﬂw%%%&m@B&m@wm
gjmtweBdammadp\éW;/r\omtoutabeAattouts>Om
peut chowsin alows o € (A) tel que [p(a) — x(a)| <&, [p(b) — x(b)] <= et
|cp(ab)fx(ab)|<s.Omm06iof‘temmte

|o(ab)—p(a)p(b)] < e(ab)—x(ab)|+x(a) (x(b)—¢(b)) [+ (x(a)—p(a)) @(b)| < 3e,

@mﬁemg&m&n&@ Mo@tmwuw—OmammxbwaQ@)wu[ue
U{O}e&tmv’r\aot?kflmtmu%@te e&tm/r\ﬂubwm
dmwﬁmmx@@e@a%\mi@aﬂme{w (1) =1}, domnc Q(A w/m/r\ad

QLAwtm-mL%ém,aQomwxeﬁ(A)a&matmwaeAteﬁ
que x(a) # 0. Lensemble F = {p € B |p(a)] > [x(a)|/2} est foume dams
Bdemcwm/[\act;g’mtgmechm V:FﬂQ(A)mtmmiAimaﬁedex,
WW&MWWO%VJWV F(QA4)u{0}) et
wfrrvpact.

SDLOEQ( )(ceme&t/rmt@%DuMQemm@meALAm'a/rmd'wmté,

eu:erm/r\fzemdlmA<oo) aQ@’U)DEA’uO&M\agEAdEOdWQ(A)M\t
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pown base Lo famill

Usar,an = {9 € QA) : |p(ar)| < e, k=1,...,n}.

@emtﬁ%mvpﬁammt&de%mw&b ()U{O}dmmdemupanto
(mewntanmt/rmo aﬂomﬁatefr\op,ogwdeﬂ A)U{0} esk biem celle du
comepactifie dchlexandnaff. -
Ecemplle 4.5A43. Usici Lun des premiens excemples nontriviauce d al.
géebes de Banach, di & Golfnd et R, Bt (w,) ume auite de
W%@AWWWJ

A= 0Z0) = {(ndnez Nl = K lealun < oo}

geﬁmw&@mﬂw@mﬁmw&aﬂl . On wa
le considénen ansec ba convolulion - (X*Y)n = D0 TmYn—m - gbawl%eﬁge

M%W,JWan+m<wnwm,daﬂwcem
[zyll < anmmyn m| < Zwm|xm| an m|Yn— m| 2 [[yll-

fh%é&wAWﬁmdﬁéedw@ﬁd&mmé@eozl,eHZOMn#O.
ngﬁWMW.OnWWenﬂawfed
Wﬁdﬂafl/aceﬂd@Mm;ﬁ@uﬂmWch*em:
nim, et Lo enveloppe lincaine eat demae dams A. Cout caractine x eat
Waﬁywmmm&cmmenw@fxeln.cw}wz— x(e1).

@) =13 202" < 3 [ealwa,

a&ww|z"|<wn//wunf@ufn (ynfmanfx:en),&ume|z|<w}/"
//wunnf@mt%ef\d}wi/"anégajﬁ% 5%7111/7&01&@1,&11)”:1
anmdaﬂwﬂemmguedefl,a&%b/am@[

IZI—1

Wm//awuowwﬂb%ﬁca&/u&dewmwpﬁ?uewr+* lim wl/n

n—-+oo

el r_ —ngmoowl/nmynf%nw. C@Mzmm%eaﬁs)w[eéunfﬁa&t@a
deaawwr,g\z|<r+. ge&fwnwnmmda/nAC,waébwm
?MZl,mMmWMMWWM

11



aﬁamde%wwlqwnm[arnmimw?@n&@fmbmuﬁew,
(o coun 4)
gﬂamanque 1514%%&%@1{!/5 1.5.7 de /Ia%ég'w C(K)
OnawmeM@MMWW&K.
$oit v Lo topologie imitiale de K ; guelle est la. topologic v/ imduite pan
ﬁ;dgnt«%mtmmaﬂ}ecgl ngaun[@uffEA@ff&ufMUCC

K%WW
&WG@MW&. Q@WMMWWWW

/Wzﬁaatayn idembite de (K,7) dams (K,7") eal conbinue, can 7' eal

ﬁX@fmeAfmeﬂ@w[@nwnwa@fA—Co aﬂ@)wA

Afmowa(/i) WW&X,WWWW&Q(A),

X.

Excencice 1.545. SOMA /WWJ@WMMMWM

DJWMD,MMWMD

*gaomMaeA,/émﬁbaﬂcvnazme(a)dé%MW%@W
conbimue de Q dams C, el |]loo = pla) < |lal| ,
x Bapplication a @ est un homomorphiome ;
*ogw g:{a:aeA}waAW-%ég'wdeCo(Q).
o&gﬁmﬂm@&nalﬁaﬁprfg&eﬂabzmm%&dm@de%md.
Demonstration. Emn [ensembiel, M@td%admmbw:aeatmbmm

M%d&@ﬂwﬂ@mdﬁ%h@@%g&e@aﬂe epﬂeebtﬁyefvnee/r\anHaHmn

les Q eat comterus dams la foule umits de A*, emsubie ab(z) = a(z)b(z)

mxmtmwmotme,etmx%uannmt/r\mm/r\mi,ap@m/r\m
bouk a € A ek e >0 Lemsemble U = {x € Q(A) U{0} : |x(a)| < &} esk um

ummageowmtde@&mmv’r\ﬂ,ammtff Q\Ue&tmwfm/r\act
damAQ R@MW|(I‘<E

12



ga:exmffe’lf)’l? MWW}A L1 WW
R, @fﬂab‘mmm%@'mn@ %mdwfmo@mmf[aﬁmm%@nmde

Pounien. fmmn%MMWWWMCO

£abw@ymeede%mdm@twhmammmamue< Wegm
Vallgehne & mulliiplication mulle). e moyau de la bramsffervmée de Gelfamd
eata/fvr\eﬁaeﬁenmlmaﬁdeA giQenadmaEe&th Am,tdxteAmmAmwr\Ee

@mﬁan&gﬂe,ﬁatmﬁm@wvméem’mt/r\mww&wem@&w,m
Eemfnbieg'e/wwr\ﬁedeﬂ%C(T).

Exencice 1.548. Gt T € M, (C) une mabnice milpolente et A Valgolne
mabricielle. s o nadical de A est Uomseloppe binéaine 4, de (17
n> 1}, eb done de co-dimension 1 dams A.

Theunse .'mXeAfwnwm@waﬂ@)w(X(T))mzomlmeAffeﬂgue
T =0. b en swit \(T) =0, done x et identiguement nul sun A;.

13



CRapitre 2
C*-anéQﬂeo

24 Deffmibions, escemyles
2441 *aﬁgéfﬂeo ek C*-aﬂgéﬂﬂm

Ommmmce/r\m/r\an[zmdeﬁlinvue&thx:

AeafwneaflfﬂcabmaHa
* (Aa)* = Aa* /a/n&ﬁ/neavw/

.t =a
« (ab)* = b*a*

WtaufmbeAa‘AeC.
%ma/gé&edgﬁmﬂe&[&tem*ﬂ%&&ede@mﬂm%@t

mmukedluneﬂmw&ﬁbmﬁe”egue”a*\\:HaH f/tda/nli&caému%ene,

1l =1.

gxe/m/ﬁ.[efz)lg j.%awWMAzCeAfﬁWﬁe

2. it H un eapace de Fillent, A= B(H) el a* Lopsnateun adjoint
de a € A. d@/@z’wceafgtmumemmo&m

3. fmA:C(X)dmw-a%é&wauﬁo—mWM,/awWW

Coales aes alyolies sont deo -allyelines de Banach

Froposition 24.3. §i A eat ume w-algelre, alons som imvolution e

M%MAMW(G,/\)*:(G*,S\).%AMW *a%égﬁede

14



@M,MAJMWW@%NWW@A%BW@
*-a%é@wefap:A—)Bm*-&mijmm@a&mx/AeMmged
um*—%mm’lf@mmdeﬁdamj&émmﬁam[(p(l):l.

o@émmﬁaﬁmd\gmmmmt@ac&%dwem%\en O

(@e’%«nu.t«yn. QA L. Sit A wne *a%ég’w On dtfguluné/e’mmbfaefl
eal

*mzt&a%b&n[(&uﬁamnlﬁ@n)ﬂa:a*;

*m@z‘vma/m aa® = a*a;

* wunitaire ai aa* =a*a=1,

*WW@C@/H,&L(L:G*ZGZ.
Sxcencice 945, Git H un espace de Hillbent. Montnen que la pro-
Wéfép:p*:pQWpeB(H)e@fWLfedceguepmf&

Dorms wme *aﬂgé@me de Bamack, on o teugouru; la*al < |al? peun
fout a. e foit davoin Vegalite eak s fort, comme om e vera dams
lo auite.

que

la*al| = [la]l*

&Lw@/mecgaAAed/a%ég'wA (posen b=a* el nemanguen que |Ib] = ||all).

goce/m.f\/e 918. * Cp(X) awn um espace t@r@&ggue X, Co(X)
MXMWWMC(K)MKW;

* L29(X) aun um eapace mesuné (X, p, F) ;

« B(H), /;%é&e des spenateuns compacts K(H).
* okgb%é&e LY(R) admet Vimwolution matunelle

() = f(=1),

W%n%@mC*a@é&emgawmdm

a semi.

: (fim s cowrs )

15



Froposition 24.9. § A eA[’wneC’*-a%ég'wefBCA wneAauAa%eg%e
ffervmée auto-adjointe, alons B est ume C*-algelne.

249 Fropnistes du spectne
ok A ume *aﬂaé@me
*J(a*):mWMaEA;
x ola™H) ={A"t: A e€o(a)} et a € A imuenailble.

(@oun le devocizme a—A=a\At—aH =01 —aYa) denc a— A
ek A1 —a ! sont imverwilles su mom Aumuﬂtomémemli)

exp(a):eadet@utaeA,ethmthwea"’b: 2eb ala eb b commubent.

ga}wmsz/n. Q441 o(e) D {e* : A€ a(a)} foun Lboult ac A.
o@émﬁfmbw&@fn @G‘UJ'L fout A\, om a

(a— )"t
n!

e,

el —er = (e —1)et = (a—/\)z
n=1

MWMWM&M.?L@“—@AMWM,

dlors a— 2 Lest ausai. ]
gmm,wwww,mw%mm

Omwmgmmmt@nmntcweAeath*-aﬂaé@heum@éne.
ganzsfmu&o/n Q.i.ig.ﬂumfwmfame,aﬁywa(u)CT.

@@Wa&ynég@éga&téouu*:u*uzlmvr\&qumtque lu] = 1

dofr\co(u)CD:{zeC:|z|<l}‘c}buAAL, u* = u"t esk wnikaine domc
olu™)={\"t:A€o(a)} CD. W em suik o(u) CT. m

94.3 Elzments Rervmikiens
Q,&N’MWMMMM,MWWAMWC*-

gD}wfwmtuyn. 2443. % ac A eat Kervmilien, alons pla) = |lal|.
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pla) = lim [la”["/" = lim [la®"[*/*".
n— oo n—oo
Toun L‘,P\OD[U@ n=1l on a ||a2n+1|| = l(@)*"a®"|| = [|a®"|? donc (/r\an
Téuuuwnoe) la?"|| = ||al/?". La B@Wm}u&e em auil immédiakerment . O

foit une C*-alllie
o@émﬁ/mbwtwfnégewped)wd'mégémmtmdérwndwducp\mmde
lo. mervme. Si ume movme dume C*-allgs ecciske sunt A, om a |la| =

pla) peun a autemc%mmt Moo feun fouk a, Udlément a*a est auto-
ar%loimt, ek ||al| = |ja*al/*/?. La mervme ek dome dé@muua dume %a@mx umigue
pantouk. o

gafwfm&m Q.’l.’l5.fpo¢Ame*-a%égneAaanumté. Mlorns aun A
J&a&tewnems’wnedec*a%é@w

o@émambmtwfn @oun G=a+MNc€ A, avec ac A ek A€ C, on connidne
er\matam.dem[)h/[x&cahm b= ab s A. ?wmag;ee&tpymxdanw
Amncebtmxdeagdamfl @MTLCLGAWTLW\UQ omn a Buvidemment

1Ll < llall, mais aussi

[Lall = | La(a®)[[/llall = laa™|[/llall = {lal,

dome [|Lal = lla]. &n géménal, p(@) = | Lal| esf ume semimonvme sun A
tellle que p(ab) < p(a)p(b).

o%&wwmwp@tmmw,etdmw@utwwﬂem:
il ecciske @ =a+ A te@quep(a)zo. On o mécessainement )\#O,aQe)m
poun foub be A om o ab+ b =0 done b= (—a/\b. En passamt aucx
W,mo@wb*z(—a*mb* WteutbeA.ég’gﬂgéﬁmAadﬁwt
MMW&M@&&M,WWWW@,@
qui combredit [

hoypothese.
Ugmawmbmwpw%eﬁegapﬂ:e p(a*a) = p(a ekxﬂx)u%&

dedezmomquep(aa>p On a

p(a*a) = sup [la*ab|| > sup |[b*a"abl| = sup ||(ab)"abl.
lell<1 lbl<1 lell<1

@ofmm\e abe A, om /rxeut combimuen o
p(@*a) > sup ||ab|* = p(a)®.

llbll<1
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gofwram.ttsm 2446, Cout &lement a € A Aé’dﬂdllme%a@ﬂmuk]ue
comme a = aj + tay avec ai,a Aﬂﬂ/mttte/rw ggﬁﬂo@n\eﬂt a1:a+a*

. 2
a—a
dagz % .

(fim. du cowns 6)

Froposition QAAT. Tout s-homemonphiame enbre des C*-algeles

@Wa&&n.?&tAethmC*—aﬂgé@mdw:A—)Bm*-
MWTM@OmMQ,WQM*MWWedeAM

BmW@(l)zl.@mw@ﬂ%&equea(g@(a))cda) /[\sunt@utaeA;
il em auit p(e(a)) < p(a). Moo emauile, feun fouk @

le(@)]? = | (#(a) p(a)ll = p(p(a*a)) < pla*a) = [la*a]| = |all?,
dome o eat conbrackamt.
?Lgpe&tum*-@mﬁur%ﬂma,a&ofw@_l Q’mtm;t@ubﬁebdmm
ghamt mb‘motamto, ce sonk des isomébnies. ]
Cornollaine 24148. $L A et B MMC*-Q%&&EAMV%PD‘[&A&[_@:A%
gafw?wmtwvn 2449. % a est hervmitien, alns o(a) CR.
Demonatnation. Lelement b = exp(ia) est unikaine : som adjoint ek [im-

verwse esk exp(—ia). Fan cofméqum(,e, o(b) CT. Fan @n@mb‘yn 24114,
o(b) > {e* : A€ a(a)}, il en auit o(a) CR. 0

Q44 Le speckre doms des w-aﬂgzﬂw

AZC(T)JB&W-%MWWMWTMW

MﬂmﬁfﬂmmD.d@f@d&few/mobwdef(z):zda/mAeAff(T)zT,

WWBJWf(D):DJ@MW&Wam«M» :

AMMW%@A[’WW
OmW@«QOm\@Qelnv(A)dwmvww@E@mtwwtdme

a%é@'mdﬁ@?)amzmprl,dﬁ’am\&cahm aat esk combimue aun Inv(A).
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(S5 a € Inv(A) ek 8] < 1/la ), alorws a—n est imverwible ef Vimuverse

(a—h)"'=(1-ha")a IZ

Ommdédmtmmkqu

e
la™" = (a =R < D 1B la” ",
n=1

ce qui esf majoné en partieulien pare 2|k o st [h)f < (2fla= )" ]

1. Inv(B) eafwﬁef%e‘w\édaﬁw BniInv(A),
Q‘WwbeB,mxx

oa(b) Cop(b), Oop(b) C doa(b);

3. ai C\ oa(b) eal commene, alsns oa(b) =op(b).

Demonstration. 1. Inv(B) esk swvenk doms B, deme dams BN Inv(A)
W.owombquu’iﬁ@t@mm;&?mt (bn) ume suike doms Inv(B)
mweﬂ%antem}awbelnv(A).Omaaﬂembglﬁb*dambA,d'o«l
b=l eB.
2.£a/[\mm@memc&mmmt@<mﬂe:ﬁb—Amw&dm
B, il Uesk doms A, d'stv 04 (b) C o5(b).
&WWWWWQ@«W»W@%@@
Cenk-a-dine cews qui somk doms op(a) mais nas dams oa(a), somk
des poimts intenieuns de o5(a) (& moken, les apectnes somk formes
dmwcmxbtmvnmxtﬂam%nrynm f?u/rvpoamworue)\eﬁag()\

9o4(b). Comme A € C\og(b) C C\oa(d), mous avens

)\¢JA()—JA() ek dome b—\ esk imverwille doms A. Jan 1, il
mtea>0te@q1m (b—Ne)NInv(B) =0, ek dome [A—p| <e
L]ueb—u me&t/lmbun/\}amxpr[),edamB, ceab-a-dine W E
(b).wbme'Kw%MAm'mwmwmmdg

5(b). Cette contradiction mentre la devocizme imclusion..
3.gDanwU:C\UA(b),Q,MM\Q»QeE:aB(b)ﬂUe&téu{dmnmwr&@emmé.
Moais il est pwvert ausai :MAGE&tmT\MﬂT\téIWdﬁ
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JB(b),M&MwMMEmmWM;W
iﬂzwmitdambaa]g(b)mam/rmnil.maumit/\eaaA(b)aeqm
m’e&tww.@mwmmté,U:EmEzﬂ(emE
st orvn of U e Uesk s, o senle possibilite est £~ 0 of alows

oa(b) =op(b).

(fin s couns 7
(eeTmo@Eénnemmme/rmA'iﬂb'agxkdmC*-aﬁgé@nm:

Froposition 24.92. $oit A ume C*-algelne unifene et B son s-a0us-
a%égﬂe%mm@m[emamff c/@ﬂ@)wwf@ufbeBmaaA(b):aB(b).

o@émsfrwbw&@% gkb:b*,mwmmtnddymmwwfur\&qum
le 3. du Bheoreme 24 .91.

g@itmaimt@r\amtbGB [}UEQCM\L}UE g'iﬂebtmwwipygedmw/l, dim-
m}mea,aﬂo)w

bb*a*a = b(ab)*a = ba = 1,

etexn/r\aAm\limudgMnta, a*abb*:l,d@mbb*e&ti/nwxxi@ﬂedwmA.
8WW-W,&MMM&MB,A’WC.QWMAE
Q’é%aﬂi,té bb*c:l:bak@jmitb*c:a (dambAa/rmm), del ae B ek b
MWM&MBEBWA@WMMWM O

JOWWQQWQ.13 ;
Froposition 2.4.93. $i A et B aonk des C*-algélnes, alors Ax B auaai,

awvec la movme ||(a,b)|| = max(||al| b)) et Limvsolution (a,b)* = (a*,b*),
acA beB.

(& nappeler, (ar,b1)(az,b2) = (araz, bibs)). On w-u@ke Q%che c*

I(a,0)*(a,0)]| = l|(a*a,b*b) || = max([la]]?, [b]*) = max(|la], [bl))* = [|(a, b)]|*.

O

Troposition 24.24. it A une C*-algélne unifere, alons A=AaC

admel ume morvme de O*-alpelre.

Demenastration. Soik e Tumits de A et leﬁﬂ,mitéuﬁ'mtée.gew—
ewr\aoeuectofueQC(l—e)eatmidéanedimmidefl comoa (1—
6)221—eeka(1—e):(l—e)azoxr\emboutaeA.c)d@EgéQmQW\t,Af:
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AxC(1— e):mwg&(a—i—)\) (a+ e, A(1—e¢) ,cwtmmomomr\pw;m
&mmmeatmwu%«equzce&tumﬂmnmwr\ﬂme

o((a+ )b+ p)) = @(ab+ Ab + pa + Ap)
= (ab+ Ab+ pa + Ape, Au(1 —€)),
pla+Np(b+ ) = (a+de, \(1 = €)) - (b+ e, u(1 — €))
= (ab+ Ab+ pa + Ape, Au(l —e)).
Sun AxC(l—e), il exciate ume mervme de C*-oﬂg,épﬂe. On /r\aut demce Jedern

la + Al = llp(a+ M) 5 cest wme C*norvme sun A, ek elle présenve la
mnmmihaﬁemAmw(a):(a,O)/r\maeA. m

Conollaine 24.95. Tout +-homomonphisme enbre des Ca/ﬁeg'w eal

@Ma&&n@mwmcp A%Bamﬁmnmne”%\p\wme
P A%Bmx[\mn\k —1ce0tt@t%oum>um*p@mmwupp\umneet

© aUBBL. £emdmmwﬂwmee&tbwtedeﬁammne%agmx

2.9 C*-aﬂgﬁﬂy\m commukabinves ;
Om&@‘d@i@@ad&eﬁnemtﬂe[)}(ﬁ suisamk

gbl‘léfmtt(ofn. 2.941. %fne Aouéa%eg’w%yvm&dumeC a%eg’meaf

auadsl une C*-

Defimition 2.2.2. it A ume C*-algelbne et S ¢ A. Ladhenence de
Valgelre (umilale si A Leal) engemdnée pan S eat ume C*-algelne guon
mete C* S).fﬁS:{a} MMWWA,U&MMWW

C*(a) = C*({a}).

Cheorome 2.9.3. G A eal une C*-algelre el x som canaclene, alons
X(a*) = x(a) pouwn Loul a € A.

Demonatration. On peut supposen que A est unifere, en poolongeant
x ai besoim. Fow chaque a € A le mombre x(a) appontient aun spectre

de a.
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ol ac A et a=>b+ic awvec b,c autoadﬁo«mh; Omax(b)éa(b)CR,
atdem@mex(c)ERig)m

x(a*) = x(b —ic) = x(b) —ix(c) = x(a).
O

Cheorneme 2. 4. il A une C*-algéelne commulalive et © som apectre.
garmiT A — Co( e&tme&xbwe duC@P\me1516&MaQofw

quzce&tm*—p\ofnwnew[\pum.@e&w,wh}utaeAma

IT(@)le = IT(@T(@)|L* = | T(a* )l = pla*a)'/? = [|a*a]|'/* = [la].

O

oWGf@quz[a%@/nct«Mt'—)tAwlC A(FMAW%Me@(’aGAWna/
C/@MJM&/WMW&AME@GZC(UG afeﬁgue
va(2) =a. Onowtmaauzuuf() wal(f) //lefEC(a(a)).

Toun Loul f € C(0(a)), on a

a(f(a)) = f(o(a)).

bivse . %LCEP\%WQQA JQ@MWMT&MWMQC
ol Q esk aom speche. M@mﬁmque&)—o()atmmwﬁew
dﬁae&thm@meda/MAetdme*(a).
(fin du couns 5)

Joun x € Q, on pose ¥(x) = x(a). On a 0a(a) = oc-(a)(a) = {x(a) :
er},dmzpmt@imdégxmLatm%aﬁ%.

QJL)Q aQ@lewkéﬁnﬂaxzmQ’ew[\aLeM/’r\opﬂdnm
em A ek a*, M/r\anwnhﬁmxtewnc* xﬂmwo[uewe&tm\gech@
gm@km,&a&twmhnw.xﬂAu@%idquuemeQda>0 oM A

P H(B(x),e) ={xX € Q: [p(X) —v(x)| < e}
={xX' €Q: X (a) - x(a)| < e} = Uac(x),

e P\O’TY\M@’“L/]’LP\M/TT\E, ek dome C(Q) = C(o(a)) esk woWur\Re emabni-
a[xwwwnt a C*(a).
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Enfn,

Omwmwa(f)mm%ommmmfamx@quéed
a : cesk le can dum T\@W’ pla) = @a(p) can pu(2) = a ek ¢, esk
mpwmmmkmg.g'ﬂmwmw&'m&'mm,d
gxeym//t[e 226fp&¢ueAmufamteﬂwo(u)#Td@£@)wjm
be A aulo-adjoint Lell que u= e (Lelement b est alons e loganilhme
ko)

WM&W,MW%ET\U(U)JWW&log

M&L%ﬂ\gdew{%uﬂwwm,zo.Wﬂe&fedﬁmbzwu(fﬂog).

Gun T\ {20}, fa%&n@&oﬂ log Wmddeé WWW,
alsns b+ = ou(—ilog) = ¢y (i(—log)) =b.

gﬂWWWW%WW&W@M
C*(u),JAu%fdequwueca()—T ol wn tel b exiatail
Jauluuf[a%@mmewu WfGC Wmmf/e/ffwnd
WWWW&MCMWW&%MS#t&T alsns
cééfﬁecaé{mmeifwmm/maumdmfwm&f:z.

@MM@WMW@C@MWQQSMT\MM@

*OmMWMWMMM ) & keuk
dliment o dume algdlie de Banach.

x 0l emiste um caleul bordlien. qui pernmet d'appliquen toute fore-
Q&C an@D»ﬂeAe«tdechm cesb-a-dine Wdanwﬁa

()

Deffimition 2.2.F. it T un opsnateun linéaine defimi sun un sous
WWJWD(T)JMW&%H;MﬂwT

dams H x H ; ceal-d-dine x,, — x, Txn%yMru/mgi?uexeD(T) et Te=y.
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Lonenateun adjoint T* eéra/% i aun
DT*Y={ye H: /a/ﬁf&:abm — (Tx,y) e&[’gyvnee},

on dé%'/mtT*y €H fe/?ue (Tz,y) = (x, T*y) owt Lout x € D(T). On
d{fgue T eAfA?/mébu?ue sl (Tzx,y) = (x,Ty) ewn Loub v,y € D(T), el

auto-adjoint i T=T* (i en auit gu'l eal ferme)
Sxemple 2.0.8. Lopenaleun T: f — if' defimi sun CL(R) C L*(R) eal
A%/m@buque ngED T)

ng—z/f ilfgl —z/fg—ng>

ﬁfn%f@fﬂlégmmmnﬂeﬂﬂg,mnm%mmw
feCi(R),TnEA[MWW.g@WMWW,

D(T) = {f € L*(R) : f eat absobument continue et f' € L2(R)},

alsns T Amam@acgmni

£a@®dmhm<p:t—>%eatmp\mnémn@mr\ﬁ\mmmwa&T\{l},

Q" z+1
ovec Limserwe t = —1 T
-

WW d%»w/ de T+i est H, HT:U—HxH |2 — iz poun

Loul x € D(T dﬁaﬁfﬁm&@m

U:Tx+ize Te—iz, y— (T—i)(T+14i) 'y,

U ek appeli fa ramaformee de Canflery de T. Stamk wmitaine, il eat
M&MW%WWWWWJ(U)Om

/r\oﬁﬁ
f(T) = fop™'(U),

W&@mﬁgaﬂamhﬂquefogp‘lwﬂtwnhfwmidbm,iw

repne.
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C(ga:efm//vﬁe 2240. %1 eaffsmt% (Tx,zy >0 feun Lout x € D(T),
M&W&UWC@MW@([Q+O@D,JMMW

du sems a exp(~T). Bopenateun A:j—; eAffnefat%

Lﬂ7:—Lff<a

on peut done deffimin exp(—tA) poun Loul t > 0. Cela donme la solulion
L{G/Wﬂcko(@afm .'ug:—AuA}Lut:exp(—tAf),aA}ecﬁawaM
mﬁa&uozf.;&mwe@tﬂem@medamm.

MWW,W@%@Wm’MWMQ@M
(fin du cous 9)

2.3 Fonikinsike
9234 Elsments pesitifl

Aeal:wéewne(]*-aﬂgé@ne.

(@é%mutuyn 234. %né&m@nf@é/le&fd{f@@ﬁ%ﬂa:a*@f
o(a) C Ry =10, +o0]. 0nﬁematea>0.okgmmnggedeéégémm¢éf@d¢#
el mote AT,

Fremangue 2.3.9. $i B A ne contient pas Lunite de A, le apectre
dams B et dams A peut élne [A{%Wm‘ Swemple : A =C((0,1]U[2,3)),
B={fcA: [l =0} %ur f€B, on a op(f) = f(2.3)) et oalf) =
op(f)U{0}.

Froposition 2.3.3. § B eat une sousC*-alyelre de A, alins

oA(b) U {0} = 0(b) U{0} pouwn Loul b€ B.
o@@w&a&m.gmwmtdﬁmAm'a/r\md'umté,me-
/r\samAumi@éne. ?LBWMQ’UWAEA,MQJA(b):JB(b) peun
fouk b e B.

Simon soik By i= BoCla. Cest ume sous-C-allgelbne de A contemant
Vimite, dome oa(b) = o5, (b) poun bout b e B. Celte aﬁﬂeﬁﬂs est aussi
isomenphe & [adjonction de [umite exténieune o B (qu'elle soit uniffene
o fr\ofn) € B ma b d'unike, oo By ~ B et op,(b) = op(b) peun
fouk be B.
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8m%~u W@qumBaumeumﬁeedL%mM\hedelA ﬂ)am,bcem

BleatmmmTp\eaB(X)Camechmnyvpp\mm\e (b—A1) = (b—Ae, =));

s A#£0, Qe@ammtb—Ale&tdmmwmx@@edamBlmb—/\ee&t
imuversible doms B, d'stt op5(b) U{0} = op, (b) U{0}. o

g:’/'usflombm 234. 9 B eal une W-C*-a%égﬁé de A, alsns BT =

BNAT.

Demonalnation. éggga&te 7(0)U{0} = o5(b)U{0} monbre que op(b) C R
MLO’A(b)CR+/]f\MLtGUtb€B. O

Propoaition 2.3.5. Git a >0, alons i exisle unigue b e A Lel que

b2:a.0n/emfeb:\/6.

Demonatration. @WAMWWLQQQQW\/W

MMWL;@Q&AMWZJ—[EC* teﬂquebQ—aC@oute
conbimue sw o(a ammuQamtmOe&tﬁa&mutedexr\sp/bmm

Amﬂe@m&ﬂhe,dmmmnéa&tébeA.

f?wamwwcéA*M%&eQam@wwégnwéczza‘Omaca:
c3=ac,dsmcwmmwtew&aatWerTe@Wma,dymm

C*(a) (w/r\eﬂmaruea:a*)dmm,mecb.go{thAﬂa
C*—aﬂﬁé@ﬂemﬂnﬂx&aﬁfuemw\dnee/r\mbatc Jﬂem\b@r\ta el eal
mmnod/r\p\aaco( )er&tﬁeA/rmcbieng On a3’ =22=3G. Pes
egeﬁwntbbetcwq\mgbdmwB /[\arLQa/lﬂruy’r\mM/[\necedyr\te)

ds'm:b()>Oetc >O/|\MLboutXngQmmut e/tm@,\m
b=c. o
gaoma:a*,maﬁko(mﬁe%mdea@tnéei),&mw,
a/rmioflldanwjz
ol = Va®, a* = Jatlal), a” = (| —a).

@mﬂe&mﬂ&rw&é&dumﬂu&@emcﬂommﬁm@m,ma

+ +

ai>0, a=a a” =a"at =0.

@%MWN&QW&WM&W&@W@,
M&AWMAW@WALAWL'&WA’W.

x Fa=a @[’Htfaﬂgta/uect}O,a[@)wa}O

x S a>0el|a| <1, alors |1—al <1.

—a , a
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@MW.@WWQ@AMWM,&MW-

demnc Ql&aépym C*(a) esk commukabine. £ﬁaﬂﬂ¢é It —a| <t )m\/]&»‘que
||t—2i||oo<t,dameewm>deB@d\chmbmﬂewr\ad}edaC*(a)'

m’@twpygequeALE}O, de a>0 (danw C*(a) etdam,bA)
Ca>0et o <1, dlows 0<a<1, dome |1 —@llo = |1 —al|<1. O

Conolloine 2.3.7. b dlment auloadjoint o est posilif o
lla = llall]| < llall.

Demonatnation. Omwwma;ﬁo &MWR&TW@T\@W
/r\nécédmteaa/HaH Wa&amme’l

gbnafwtw/n. Q.3.8.A+5Afmc@me%ﬂﬂ/mécmvumdanwA,te/?ue

AT (=A%) = {0}

@@W@&@n.@maeA’L ek t € RT, om a dvidemvment ta € AT.
Gotemk a,b e AT, bvec t = || + ||b]], on a

lla+b—t]l < [la—llalll| + [[b = llol]| < lall + bl =,

domna+b>0.£amwemtée&tm\aimt@nmntémdemte.£'m@%a&fédu
z;o’w@p;abwiz.3.7mmblequez4+ e&t%@’m‘r\é
gm%bn,b'ka)()ek ~a >0, olorw o(a) = {0} d'oiL |l = pla) =0. ©

toouns postf, O et e venfir aun Lozomple e
S I ]
(fim. du couns 10)

ganarom.&o/n. 92.340. % B umea%égﬁeww%éwda,beB, albre

o(ab) U {0} = o(ba) U {0}.

Demonastnation. Seit A #0. il enciske (ab—N)"t =g, ollors abe = 14 Xe =
cab ek
(ba — N)(bea — 1) = b(1 + Ae)a — ba — Abca + X = ),

etdefmfume.(bca—l)(ba—/\):)\,dmba—/\e&ti/wwwLwe. i

WWW 2341. %ﬂé@nﬁrb[’aut&acgmmfaefled’f@wﬁ%w

a="bb" avec be A.
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Demenstration. St a >0, dlsw a = bb* anvec b=b* = \/a. ik a = bb*.
O d&CW\ME = —CL —UQ—UQGMQCUUEA-FtaQAWUU—UU—O

oeAM\tdab@mmhmde Omouuna:

vav = (’l}b)(’l}b)* = vbb*v* = ’U(’LL2 _ 'UZ)U _ —U4 c —A+_
En coniwank vb =z + iy avec x,y ﬂ*ib@ﬂdg@«”\tb, on calleulle
(vb)*(vb) + vb(vb)* = (z — iy)(x + iy) + (x + iy)(z — iy) = 22% + 2y,
d'su
(vb)* (vb) = 22° + 2y +v* > 0.

Fare Lo /[\r@f[\smm /r\n&*xi&unte, oM A r&aa&@mdi (vb)(vb)* = 0. Mais

aQofwvb(vb)*:(),d'mlvszekavav:—v‘ldomcv:O,dae&t

/[wmb{%. o
Conollaine 2.342. Un spenateun A € B(H) eérfmagw (Az,z) > 0
W Leut v € H.

@WM.?LA)O,MMWWA:B*BWBE
B(H), dlow (Az,z) = [|Bx|® > 0 powt kot x e H.
?L%MWM(A~,~)MW,QM&MWWA:A* :

(Az,z) = (x, Az)~ = (x, Az),

dod pan Vidembiké de Wm

(Ar,) = 7 3 A+ ity), o+ i) = (x, Ay)

k=03

Ek emawuile, feun A<0 om a
(A= Nz, z) > M|,

dotu [|(A=N)z|l > [Alllz] et ker(A—X) = 0. dou meme Lemps, [(A-N)H]™ =
ker ((A—\)*) =ker(A—\) =0, domc Quma%e de A— X esb demse dams H.

gm@m\ eQQeeAliBﬁvméaum —/\xn—>ylmvr\9m[u3|\xn—xm||—>0

n,m — 0o, dm&wx)ﬁexfhmxnetyf(A Az Om«}e«ta[ueA A

MW&MM&&W&W&Q@,&A% A). O
@é%wubm 52.3.’13.0ﬂthe\a|=mfwnt@ufaeA,dAh:{ae

A:a=a"}. gaoma,beAhmdlfzfueagbALb—a>O. Eost une
rebation dsndne.
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Cheorome 2344 Joms ume C*-algelne 4,

1. AT ={b*b:be A},
Q.ﬁa,beAhdagb,a&mc*acgc*bcwwceA.

3 % o<a<h, alons

(a) a <l ,

(4) \lall < I,

(c) a>1 impligue que a est invenaible et a=' <1

(d) si a,b sont imvenailles, alns 0 < b <a™?
Demonatration. ( e&l:d%adgmombw Dams (2), b—a > 0 implique
b—a:d*dwdeAanm (b—a)e = c*d*dc = (dc)*dc > 0.

(3) g@«t Ogagb.OmMW\eﬁm A umx%eﬂe
(a) Dams C*(a), on a @< [al| demc a < |al|.

(B) On o a <b < o). Dams C*(a), on a dome @ < ||b]| d'st [al| =
[@]loe < [1B]].
()?La>1afz©fu> (a—1) CRy dome 0¢ of 8%11}&2&,

claH ={\"1:xeo(a)} C]0,1]

dotl 1—a"t>0.
(zl) gDe 1 =aY2aa"12 < aY2pa1/2 19 Ak al/2671al/2 < 1 dome

b=l <al. O

‘@E%wut@/n Q.3.’l5.0nc&f7uimw%@mo&omf:R+%ReAfmmw—
tome dlspénateuns i 0 < a < b impligue f(a) < f(b) poun toute paine
d Wsments a,b dune C*-a%égdﬁ

le:/r\azs‘

(hom du couns 14)

g%arm 2.346. cfa fonclion f(t) 1+twfmmto¢wd07@w

Demonatnation. ?oitOgaéb.Omaaﬂefw 1+a<1+0b, dsix (1+b)7t <
(1+a)” Ofr\c,aQwQe
t 1
=1
1+1¢ 1+
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4ot
b14+b)t—a(l—a)t=0+a) =1+

2.3.3 Umites apuwocimabines

E%atAmc*.aﬂgaﬁm‘ On mote A ={a e A" :|a| <1}.
£'mveayr\/r\e&méaingdeAm,tA.

gansfmdlo/n 2.3.17.g30untmwa,b€A JWCEA feﬂgueagc
el b<e.

O@Ma&@n.@ma,beAﬂwé@émmblfa,lfbwmumM@Q@
A Ofr\/peéealza(l—a)*l 0, by = b(1 —b)7t, dewiteque
a = fla), b= fb) avec f(t) = t/(1+1). Soik ¢ = far +by), alons

a1<a1—|—blirmfr\&nruea—f(a1)<catdsmmeb<c Ommote[%una@amamt

WWNAma/rmdumxte on a ai,bi,c€A.
f@uoa,beDJw'AfeceDfeﬂgwsagcdbgc. %fneAwLe EMé
?&@aﬁ@e(ui)ieD MMWWWEWWUEE
ALWWWV&ulﬁWéOGwai>iOW
u; €V.

C(?ﬂéefléme Q.3.19.£M&mg&AeAfwneumtéaf//mth}edanw
A CMMWWWJWWWW
W@”@-M@,‘WW&EA,[@WW@U)UGA, (ua)yea
wnm@?@nfmamvw’wne.
de conaidénen a € A. Toun n e N, soit

f”(t):tjl

uneAcanfn( ) =0. Sun [0, ]|all] € [0,1], Qa[%@md&mxfneatcfwgmte
ek pesitive, dome w, >0 et un| < fa(llal) < fo(1) <1 eb u, €A On

1 ¢

0<t(1—f,,(zf)):EH <

S
S
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Wt}O,do/m: le — auy,|| = ||la — unal < 1/n — 0. Toun fout e >0 on
MQP\G{MLnENteﬂquel/n<5,a@o%x[\mveAte&>quev>unm

al—v<1l—u, ek
a'?(1 —v)a’? < a*?(1 — up)a’? = a — au,,
demnc (CO’TNTY\E a,v € Ay, ek l—vgl)

la = av]| = [la(1 = v)*all < [la(1 — v)a]

< la'?2(1 = v)a'/?|| < |ja — aun|| < 1/n < e.

Omo@bgnkg’méﬁaﬂté Ha—vaH<€deQaménne@a@my O
Eorolaine 2.3.20.ﬁAeAfAé/zanaMe,aﬁﬂa%men¢é
WWM@%(UTL)HGN

Demonatnation. Soik {an}tnen um envemble demse dams A Toun touk
m e N, il exiske u,, € A tquue llan — antm|l < 1/m ek ||a, —uman| < 1/m
Joewn no= 1,....m AQ %cw.t cp\owm Upm WL meq,ue n=1...,m ek

W(um)MWMWM%.@MWaGA&E>OM
n, mg taQAque la—an| <e/3 ek 1/m0<€/3.@°mt&¢m>m0 oM A

la — aun|| < lla = anl| + l|an — anum| + [(an — a)un||

<St L fan—al <=
@eﬁaw@m%&wn,m&@h&nk||a—uma||<e. O
Theoreme 2.3.91. Cout idéal bilateral T c A e&taut@ac%@vnf
Demenastration. OmMWAwm@ém.£’m\tame:Iml*

Mmtedamﬁa@euﬁeumtéder@ammaeLmaa*aeB(muﬂ&b@
Ee@aﬁqua]e&tmidéaﬂgaunp\ﬂ)do«ma*a(l—ui)%O.UQmAuithw

la(l = ua)|[* = [[(1 = wi)a*a(l — wi)[| < [la*a(l - u;)|| = 0.

JVbaiml:emamta*zlim(aui)*:uia*elmuiel&fmtmidéaﬁ
M.@m[:]*;mm@w%(ui)wmm%@r@cﬂé&d&
I=INnI*. O

(fim s cows 1)
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Conollnine 2.3.99. %it T ¢ A wn idéal bilaténal) alons AJT esl ume
O@MMW.UQM&@RWA/IMW*.%@@%M.SM
boule umite) de 1. Foun a € A eb e > 0 soik b e I kel gue [a+b]| < [la+1]+e,
atbmtiote[),que ||b—bui\|<€/r\ouni>io.dbﬁofu>

la = aui| < fla+b = (a+b)uil| + [|b — bui

=1 —wi)(a+b)| + [[b—buil| < [la+ bl +& < [la+ T[] + 2&;

comume albsl |la —aw;l| = |la+ I, om concluk que lla+ I]| = lim; ||a — au;]|.
De meme, |la + I = lim; ||la — wsal|.

cJVbaimtemamt
la*a+ I = lim fla*a(1 - u;)|| > Tm [[(1 - w;)a"a(1 - u;)|

= lim fla(l — i) > = fla + |7,

wwmo&ltlhw |
Conollaine 2.3.93. f%a‘A,BdeoC*-a%éM@é@:AeBm-
ﬂ@mmmﬁfjuvmed@ﬂsm MWWMMWKEdA/kerw.
nWﬂm gdf%amnec{am,AB
%wtmm®w1%wﬂﬂwﬂzﬂd\mehwtaeA.@mtéwWJm¢d
HﬂM@H:HMMLWﬂ@uidmmAwmwmnaaﬂbm%%ﬂianﬁkdm@
1A1kmm.mx@wtmwwwmz4ww%wet¢mm&ﬁg%m.&mﬂw
de comsidénen la nesbrnickion de o de C*(a) dams LadRénemce de o(A)
MMWWA&BMVWU@.A_C( ), B~ C(L ),

a/\}ecKLmv[\arLs

@mwyeLﬂagmmhommeWefr—)<p(f)(y)ebtmcmmdiéwde
A,ceqxudowma/r\/rmpmahmj:L%K.gpﬂee&tmhﬁm:Q’mwge

imverve de Oy (jy) = {x € K : |f(jy) — f(z)] <e} esk
{zeL:|f(jy) — f(U2)| <€} = Opoje(y).

£maﬁ,ej MMW&WWK?&WLMM%Q
aKJLQWAteO#fEC qukba/mwﬁemy /[thetP\w’leJme

ACUJW.QIV@MQQ@’MG’T\_KLQP )N y) = f(jy)—OJr\sunteutyEL,d@mc
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w(f)=0, wwwg’w&e Omn en deduik j(L) = K, ek
1flloe = 216112|f(jy)| = lle(lloo-

gﬁmM@mWwwmmtm\a&h@o’@M I =keryp;
quue@mﬁwndmme\WQ'A/I—)B Ceat um
M@WM&MM&%C L&%&OfmA/[ dmape&tmmetmqlm
ce&tadﬁwBe&tmyﬂmentwman\eaA/ker@

2.3 4 Jormes /r\eWueA

@E/%ffﬂlt(@/ﬂ 2.3.94. %me%@dmbmnme”eﬁméatﬂegp/l%cww

Wﬂ@(a*a)}OWWaeAi
Omimbwduitumxr\n@dxﬁmaﬁainemA:

(a,0)p = p(b%a)

(il eat limeaine em a, ambiliméaine em b, M ek possillement dége-
wré, cad. (a,a), =0 fru/m/r\ﬂque pos a = 0) et la semimervme llall, =
(a,a)¥2. Ton meagaﬂdie de @M%_ﬁmmb% (applicalle anoc eapaces
préHillentiens) on o
(@, b)e| < llally bl
(fm du couns 13)
Darns wme C* aﬁae@ne A, ume gmnmw_ﬁﬂg qesibive o esk

* qesibive awt A* can fouk a € A* aﬁa@ﬁf\m\eafb*b beA;

* owissanke de AT dams RT :aébmvr\&queb—a—ccdofm
f(®) = f(a) + f(c*c) = f(a).

garusfmu&zyn. Q.3.25.fﬁAgAfwneC*-a%é£ﬁe,a£@fwt&ufe%@mo&bvmm%
lingaine poaitive sun A esl borvnce.

@émMm?WWW@A%CMMW?ﬁ
(an)neNwneAuitedeA*t&QequeHanHélf(\eunteutn.@omboute
auike (tn)nen &W@@M@Atﬂewzntn<m,%mzntnan

W\ﬁe,mmma,etma
N
g than, < a
n=1
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foun toutk N con Zn>Ntnan e At Dome

N
;tnf(an) < fla).
o
(1) > 3 b fan)
meﬁ&mwmfldwmgﬁmmm

@mQadW\hmdtewduaﬁdeﬁlégaﬂdﬁm,
sup [fan)] =m < cc.
Comme la suite (a,) etait arbibraine, il en suit que
M = sup{f(a) :a € AT, [|a]| < 1} < o0.

Ommdédmtmmteque\f(aﬂgMHaH /peunaeA"’Agaeunt@utaeAh
mows avens a = ay —a_ avee |lax| < |lal|, denc |f(a)] < 2M|a]. &@m
fout a € A a la %G'vme a=ay +iay avec ay,ay € Ay, ek ||a;]| < |lal|, done
|f(a)] < 4M||al|. =

~—

p(a”) =limp(a™u}) = lim(u;, a), = lim (a, u}), = lim p(u;a

= limp((a*u;)*) = ¢((a*)*) = p(a),

domc(peatmvuo@ubwe
Enauite, oun fout a € A

lp(a)? = 1i§n|50(uz‘a)|2 <lim p(ujui)p(a’a) < lelllall?,
ek om stieml Q’m/r\a)xtamte ime%a/ [)jlé

(@) < [l p(a*a). (24)

?LAm'awi'muté,mwﬂemﬁewmAZC1@AmW

(1) = loll. Foun A\l +aed, on a

o((AL+a)* (ML +a)) = p(|]AI’L + Aa* + Xa + a*a)
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= [APllell + 2Re(Ap(a)) + ¢(a”a)

> [APllell + 2Re(Ap(a) + |o(a)*/llell = oA +a) e~ = 0,

ganofmu&uyn. 9.3.96. %t © W%@Wﬂlﬁ% //wmtvue bormée.
1. lloll = SUPgeA,|la|<1 p(a*a).

2. G (a;) eat wne Mtegéméwﬁw telle que |lai|| <1 el p(a;) = [l
alors p(aza;) = el

3. %0 (w) eal ume unilé approchse, alens o(ui) = |lg|l et w(uu;) —

lleoll-
4. %5 A esl umilale, alpns ||| = o(1).
Demonatration. 4. W esk dain gue p(a*a) < o si [laf < 1. Fan

(2.1), O A UL

lell* = sup [o(a)l* < lloll ¢(a”a),
all<1

d'otr il auik Q%AJL@ de 1.
Q.Q’mttm)gbwwumzwméqmcede (Q.)l) &zm%[)ftde%mqug
lel? = llellplaiai) > le(ai)l* = ol

3. Comsidenons A avec le produil scalaine (), ek la semimevme
Il Soit (a) ume suike dams A telle que [lan]| < 1 ek ¢(an) — [lgll.
dlors dams A, Jun 92,

((an — 1)*(an — 1)) = p(anan) — @(ar,) — @(an) + (1) = 0,
dene |lan, — 1|, — 0. Touwn e > 0 donms, acik ng € N tquJJE
lan = 1ll, <€ ek [p(an) = lloll] <e

Mn2n0;rwnstmwb:ano.@3mkoutaeA, o(uza) = ¢(a), deme
ianoiAteio tquJue |g0(uib)fg0(b)\<5Wi}ig‘@mmiM\
o ol

lp(ui) = llllll < lp(ui = wib)| + | (uib = b)| + | (b) — [loll]

< luallp 1L = blly + 26 < e(2 4+ [ll]),
ce qui monbne que o(ui) = ol Fan 2, il en suit p(ufui) — [l
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b Cesk um corollaine du 3.

o

UQmMmMmqueﬂamme@Q@ﬁwntde@m
A@t%a[zea@a)mwlamnwn imikiale .

Toun b e A, soik wp(a) = p(b*ab). Cesk ume Gbﬂ@wr\me% formee ek
T\s&iblme :@b(a*a)z@((ab)*ab)>0.§a norvme, ou. biem o merme de aom
WWMA,MMMML ol = o(6*b). Cela mous
domemwemméga&tézwwa,beA

lp(b*a*ab)| < @(b"b)||a*al. (2.9)

235 La nepnésentabion @J@E@

«@é%mut«m 2397. %it A une *a%égﬂe %nw&mtabbﬂdefl
MMW&%MHMMWWMMWA%B(H)
ﬁw(a*):w(a)*WWaEA,mMWWMW&W,MW

(%Lm@mww’llr)
WdWMHW‘LMMWHWHZIiMW
LA N

Coil J={a€ A:p(a*a) =0}.

Domonabration. -+ O ublise Vindgalike de Couchoy Shnsari s ai a e

J, aQefw /r\m fouk be A
lp(b™a)| < [lallyloll, = 0.

@%MWW,MQM@@WW,M%T\W&M
p(a*a) =0.
- ai,az € J oo o /r\eut 2onine b*(araz) = (aib)*aq peun Louk

bEA,mwoitapbfwn}ueJebtumidéagﬁmmﬂe.éga%awwmebt
guidente de lo mame descripbion de J.

x*Slaed ona lo(a)]? < o(1)p(a*a) =0.
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Coik Hy = A/J (m tamk qu’e,w(\ape weoteme@) Cun Hy, le /lmoduxt
scallaine (), esk fiem da%mu L pown a,be A, 4,5 €J
(@+5,0+ 7" = o((b+ ) (a+7) = a+j"a+bj+ 5" )

= p(b"a) = (a, b)tﬁ'

Pe produit est aussi memn-dégenené o o defimibion de J, ek le complete

Hazﬂowmmwag%ﬂ@m
@o«mabeA om ode T a)(b+ J) =ab+ J. @&ad&%mmt@mume

W\QAA&MMHOMRALJGJQQWM

m(a)b+j+J)=alb+j)+J=ab+ J
Euidemment (a) esf limdaine. On wénilie que pown fouk €= b+ J € Hy
Im(a)]|* = (7(a)§, w(a)6),, = (ab, ab), = o(b"a"ab)
< p(v*b)lla”al| = [IblZ]lal* = lI€]*lall*,

done |7(a)|| esk borvné sun Hy de movme < flaf|. A stend dome & H
/[\anwnhﬁthé Foun a,b,c€ A om a

m(ab)(c+ J) = abe + J = w(a)(be + J) = w(a)7(b)(c + J),
dome 7 est ume nepnésemtabion. Ellle esk imuolutive : pown a,b,c € 4,
(w(a*)(b+J),c+ J)g = (a*b+ J,c+ J)g = p(c*a*b)
= (b,ac)y, = (b+ J,w(a)(c+ J))m.
Notons e =1+ J. Toun ac 4, on a
pla) = (a,1)p =(a+J, 1+ J)p = ((a)§,&)n-
Lensemble demontne le theonzme -
Theoneme 2399, Un fonctionnelle contimue o: A~ C eat positive
i el seulement 57l existe ume neprésentation imvolutive © de A aun
un espace de Hillent H et um wecteun € € H tels que
pla) = (m(a)s, §).
On a dams ce cas ||l = II¢*.
%gm&mtmﬂedemwﬁawmmmgwmtw
cycllique : Uespace m(A)¢ eat demse dams H. Efflectivement, cet eapace

consiske des vecteurs 7(a )f*aJrJ/[\ombotwaeA cad. m(A)¢ = H,.
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2.36 Bes zkats dume C*-aﬂgé@ﬂe
L A eak ume C*-r&g,épym, lo condition llell = @(1) eak um enikene -

Theoneme 2.3.30. Soit A ume C*-algelne unifere et o une fonclion-

MWWWA@M@WWM%AWM
lell = o(1).

Demonabration. Si ¢ eslt positive, alons (ol = (1), Soit maimbenant o
tele que ol = @(1) ; om peut suppesen cette monvme 4 sams pente de
W.?Www¢m'w¢m@mme,m&mteaeA+
kel que p(a) mappanbient pas & Ry = [0,+00]; b ce denmien conient
o(a). A exivke dome (on e woit geomebriguement) w e C et r >0 tels
que le disque D = {z: |z —w| < r} conbient o(a), mais me conbient pas
@(a).égeA/r\ecb\edea—weAe&ta(a)—wCD—wC{z:|z\<r},
etwwmacete&am&nte&tm’vmaﬂ,mm’mnee&kégaﬁedm
apectal (emosidénen C*(a—w)) ek esf dome imfniewne & 7. On o alons
[p(a)—ul = lp(a—w)| < [[llla—w] < r. dDais cela veul dine que p(a) € D,
wnbmdiduomqmmmbwqu’m@a&go(a)go. o

positive bonmée ¢ eal dite un état de A si || = 1. On mote S(A)
Vensemble des élats de A.
Town e C*-aﬂgé&iemd%érezﬁl,mado/m S(A) ={p e A" : || =

e(1)}.

gancyt@{u&o/n 2.332. %it A wne C*—a%égﬁe et 0#ac AT, Mllors
existe ¢ € S(A) Ll que mo(a) #0 el p(a) #0.

Demonatration. égeuecﬁam—a*am'wantmtwwcémWW
A+MQ’WWUEQAhMR;¢mQ’WM8mmduO@P\é@W
de Hahn Bamack, il existe v € 45 telle que ¥las >0 ek y(-aa) < 0.

Toun tout b=y +iby € A avec by by € Ay, potons o(b) = (b) + it (ba),

M@EA*,&MM@@W.?@& (ﬂw,g)Qaan@xmta-

0 < p(a”a) = (my(a”a)§, &) = ||y (a)8]l*,

dome my(a) #0. &n dinsisamt pan |, o obbient un gtak sun 4. o
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Conollaine 2.3.33. Toute C*a%eg'w A admel ume .WMW
MW&A.O%MMM@%E&AWWW%
%@’vméedeB(H)‘

Demenastration. Foun touk ¢ € S(A), soienk (Hy, 7y, &) Q’ewr\aaedeg’@&
M,%W@M&&WWW&@.O%W
H =®,es0a)Hy,

e/t/r\ounteutaeA,:zz:@gowaH

m(a)xr = ®ry(a)z,.

@mtume*n@r\newntahm ek pan la propesition pnécédente ellle est
mxgzcbwe £enghhe;:mkdaommet@8amﬂ@dm P\ymmwxpum
deaC*ané@m

C&ﬂé@l‘w‘/me Q334£€0¢A une C*—a%ég’w‘ %%é[éﬂl@‘nfCLEA eal
ML%MQD(a)ZOWMMgodeA.

Demonatration. £W\9Amhmdmg¢emtamdm¢e Four. montren [im-

W’MMWWACB(H)'£’WMGW
que(ax,x)}OWtouthH,aQo’wa}O(dam B(H), domnc aussi

dams la C’*-Am-a%é@he A). O
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CRapitre 3
Grounes localement
c,o/m/r\ach)

34 La mesuwne de HBaan, Qapﬁé@*\e LYG)

gxeym/,\ﬁe 31.9.R", Z",WWMTE //wun,t&u['E,,t@uf
WWH&,WJQO%M
%F(G)Q’Wwwmdeamc.omaégmmw
bmmﬂaﬁmﬁﬁauaﬂeLgethnggeG LAl f € F(G) ek
he@,
Lyf(h) = f(g~'h), Ryf(h) = f(hg).
£@W&wﬁngLg&gHRng@p\mm¢\P\Mwa(W>,
@MLMEWECG,M/I’W

gE ={gh:heE}, Eg={hg:hecFE}.
M@MJWMW&%MMWW,MTMGW-

W&Mddmwm.'wchGwm
el ge @

w(gE) = w(E), p(Eg) = pr(E).
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ofawwdemwmwww.ﬁug,u;mdm
WW&AWW,M%WO,C’>OM
que pj = Cpy el py, = C'py.
(G)MWWWG&WW.
Defiimition 344 dba mesune i (i), defiimie & comalamle priés, eal
ga:eymfx[e 345. Yn R”, m:ure&&ffam@mﬂwdgo{gege%ue. Gun les

W&Mw@/amdemnftage Sun G=GL,(R) :

_ f(g)

/f )dpr(g) = ¢ (detg)” wdg
Mdge@f[aww&unedeokgﬁge%zdame" ,'anfan&alﬂbn,c:e&fd%
sune R*

@mtoutme(?,

Lo g [ fgmam(a)
G
MWR&M&,MQWWCHMS&C$>OMW
wmtamte.@mo&ﬁantmgy@@mA:G%R+, A(x):C’;l,oquimx

fG yx dﬂl )
Ja F@)dly

WwAMWM etw«damxmemtA()

OmQa/’fvr\eQQeQa[)T@/nchomM&mneduW\eG etmdxthmGe&t
unimedulaine i A =1, @m&e&bmanahmwwmtm\hﬁmdeG
damj)Ll(G),QaBmot@/nmoduﬁmnemthA

Socemple 3.1.6.&5@%%@@&&%,%@4@6@%@%.
modulaines; GLy(R) aussi
f@d’GﬁeW «am—i—g»?zuwmfedeovmbum

o)

oda>0,b€R;c’eAfW/eWedeéaM&cab&Ma%MM/;w:e
néel ga,p(x) = az +b.
G eal mon-unimedubaine .‘&LW&%MMM%dadhﬁa

41 : : _
dneite adadb, ef[a%@m&&@m modulaine A(a,b) = a1

Alz) =
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OmanAidle,mel(G)erdulwm,cew
%Dmﬂem&utdamﬂm

/f gy~ x)dy

£1(6) ek une alglie de Banack. Elle admet wne writé apqodee
MVW@M@A@WWW&QWe oM
Qofldofnme Quna&mwmmwmeU<VmUDchbm}eccdmdm
V@k@aﬂbimt@mwvu eal:[)fmx,aﬂe)wmm\dmabmlveat

da/rubLl Ofrx/r\oﬁe
1

evzml‘/, Vey.
Ommmbqumce&kmeuﬁuﬁewmmpxee /[\.G‘UTLfELl( ) ek zeq,
(F=en)le) = =7 [ 1t aa

y lz eV sl 7 lyec V!l = VMLyEIVaQO"LA

1
(1 +ev)(a) = (@) = / ) = f@dy = s /V Flay) — f(@)]dy

ek
I xev = b < < //IRf )ldzdy < sup |, f = 11

cequktemdm}w()mvev.

£a%omﬁmvw%e
JfH/f Vg (a
esl imuariambe & drneike :

IRyt = [ (B dta) = [ 5((672) dul) = (1),
om peut done admetbne que cest lintégnale pan nappent a ;. Binks
grole
/f Y (x
eati/mwuwnteddno«tee%a]zwwv\t:

J(Ryf) = /G F(zg) A dpu( / F(29)A(29) " Ag)dyu ()
=A(g)" T (f)A(g) = J'(f).
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Omadofch’(f)ch(f)wecumewnatamtec>0.8mmwrmhamtlzea
m}aﬂwmmglumtéammcp\ée mwnd)}utquec:l demnc

s i) = [ H0aE duts (34)

Om imbreduik ume imuolubion aun LYG) : f*(z) = flz=H)A(z) 1. Jan
(34), 1711y = 1112, deme LX(G) esk ume -algeline de Bamach.

3.9 éealzg,em C*(G) ; e liem embre les nepnenen-
mwwamaﬁﬁz@m

ﬂ'deGda/rw&WGL deé@f@wfamﬁmeamwmwmg&édm

//wunc%aguegEG Md(ft}uewed'wutax}w OWWEMWW
@W@WMWWWM;WM@nEH,fa !

= (m(9)€,n) eal conlbimue. g@[égw&aﬁmd’acegueﬁafjfﬂca&m g
W(g)gwfcamﬁhuxewfeuffeff_
%MWWWW&GMHWWW

sentabion de L1(G) pan
f)=/Gf(g) (9)dg

Q’mewmmwwwwmeﬂ

Ummzly@x@km@

On wonifie que 7 eat imwolutive, ef om a [[w(f)] < |I£]1-
@%WWW,WWMWMG&M%WAELl(G)MH
WWW@MMWAEGMQ’W m(LYG))H ; om
dktquewebtmdégéﬂ@iéemcekewr\aceeat%aﬂdH
%MWWMWMWW:MLQ(G)
o qose A(f):h s fxh, ce qui covespond & Az) = Ly, z € G. Celte
ner\néumtah@ndﬁGeAtwnitaUm:

IX(@)h]I3 = /G |h(z™ ) Pdpu(y) = [|Alf3-

Comme &y € L3(@G) df*fV%fML(G),me&m,w%MM

aune LYG).
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Joun f € LY(G), acik

1l = sup{||7(f)]| : = esk wme rw[\mébemtabm AW UM ebpace de Filllenk 1.

Ceak wne seminorme majorée g |, e ele wonfie soidemment
Uidenbite (£l = [1£12. €omme au moims A et imjeckinve, cesl ume
meFume .

Le completé de L1(G) pan nappent & |||, est ume C*-aligebre motee
c*(G).

C@outenarmmr\tahcmdeﬂ Aetejmi/r\anwnhnwteac*()
Fimalement, mam%@wm

nqmmmhab&mmwmtauwodaG
* ne/r\néwntab;mwfnmdzﬁanmdeLlG ;
*-nqmm@hmmdegmmdzC*G

3.3 $a dudlits abelienme
@ma&k&W,G@thwa@é&meocaﬁmmeM

@W,Q@WMMMR”,Z",T” (mlT:{zEC:

|z|:1}>.%mwbwmwup&ee&tpewapd@mmn@Mp—adiw.
@é%mubo/n 3.3.’1.%ncanao@1e<pdeGeAfwnﬂmnmnoWAm\e

conbinu ¢ : G — T. Eensemble des canacternes de G eal moté G.
ga:wmfje:%?)iz R= Ra/uec/xdant%watwvngot ) =e%, 2t €R.
Z=T, wuec/w/mnﬁ%mﬁmn (n)=2",2z€T, neZ.

Rt /oo selmaasows .W/W/Mm/ﬁ_m%mmm@w%

mbmmm@ﬂe p(2)(@), o7 (@) = 1/p(x) = p(x).
Omd.é%k/\ut t&P@Q@ﬁk@MLG W¢€CA¥,€>O,FCGMM
oM pwse A
Ue.r(0) = {t € G : |p(x) — ()| < & ¥z € F). (3.2)
éga mnmgzmcedecanadm\ ebmcd’kelefp&@ogjem%xfmddo«mdﬂa
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Ommel(G)mtmaQaéﬂy%de@?}wwrpx,etdwmwmeﬂQe%t

du courws :

Chésneme 3.3.3.@%%@&/@%%@%-
Lnes imvolulives de LNG), cad. des Romomonphismes ¢ : L'(G) — C
non-nul verjfiamts o(f*) = o (f).

Ume&tménneMméce&AabwdeWwbwue&ﬁ@:Mw:Ll(G)ﬁ

Cﬂmm,mmmwwwwﬁ'm

sachamt que (LYG))" = L=(G), on a o(f) = [, f(2)h(z)dr avec ume
h e L®(G) de morvme ||h]lo < 1.
Q@W(pe&kmm&mMcP\erLl l:e,oﬂeorusga

CﬁwnxGG soill a(x) = (-1 f). OmwtqueQW\QAmbbfan -1 f,
G — LY(G) esk combimue, donc o : G — C eal combimu. gbountoutgeLl( G)

jcd yes

o(9) = o(@)olf) = (g f) = /G (9 % )(@)h(z)dz
:/ 9y fly~ 1x)h(x)dxdy=/ 9(y)a(y)dy,
GxG G

d'wa:h(ww>,MmWthW.
goimtmaimtanamtf,geLl(G) o[m'ﬁcomq,uaa,ma

/ (f * ) (2)h(x)dz = / F()gly™ 2)h()ddy = / F(@)g(2)h(yz)ddz.
G

GxXG GxG

@m(pa&tmm@w,c'e&téaa[zmd

P )elg) = / £(@)g()(@)h(y)dady

GxG

Uﬂemmxtque (xy)—h (/r\m‘dlfwt/r\mwmbkmw,te)ago’wh G—C

[h(z)] =1 /r\ounboutm deme h*( )—h(x*l):l/h(x):h(x).

i om pose (f) = o(F7), on obbient de mowveau wn canactzne (nom
m&)wwé@aﬂa
/f dw—/f‘l
/f —1dar—/f (f)

(mx@&AﬂQ&%mﬁqueG@kaM),d@mga:¢e&tmvoe&1D@
@M\DQU,AJ@’T\
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&Lt@f@&?@mma.m JMWW&WW.
Demonatration. W me neste qu'a mombren Uegalite des deus kopologies.

g)mtrlﬂatoT\QQ@ﬁAﬁda&nue/r\m 32 EtTQQCLtW’V\BQC‘)ﬁAﬁdMA/[\ELb‘L&dﬁ

). Soib £ e LHG), om mote f(p) = o(f), ¢ € G. Touwn kout ¢ >0 il
m,al:eumwm/r\azkFCGtegqxwfg\F|f|<5;/rwunh®utz/JEUE,p(g0)

oM A

|</\f o ()~ (z |da:<s/|f +2/\ £l < el flh+2).

@eﬂammbwquef@tﬁmhﬁm@mdé%«mmvn, TQeAtQ)at@T\ogegie
rmimirmer ) Twmi Loukes er f conbimues, denc To C Tq.

Udmﬁ%&mgoeGan}ecﬁa@WWx :G—>T quke&l:umaafmotme
dP.G) @MLJTEG ol 7 QOHQD();BIT\,CDWMUE{w}( ), omn voell

u[uexebtﬁwmh/m @e%@@hmx&em@gﬂaﬁemw%efm()f
Flo)p(z) /pﬁunteubeLl( ), ¢ € G, done

7(p) = 22 P) (3.3)

f #Ogaeunt@utap&mtefeLl()ekumm-m{AimaﬁeVdew
ta@qusﬂV;éO,aeammr\Wﬁamhmwtedeﬁme,déudammemt

g)e (33),m/lwutdédumem@me/r\&w@mfcpwwwwwmewwnt
(mwadmd'bmque\f((p)|>1/2/r\eun<p€V)ti/r\euntmt€>0,
iQmAteU:U’lmummaﬁedeedamGt&qwafo—fyHl<aAk
;U*IyEU.OmaaQo)w|f:(;)fm|<ewwweaetbm§/m
z,y. J em suit

Z(p) —y(¥)] <

Foi(9) = Tmr () ’ .
f(v)
— 1 1
ol ‘ﬂw B ﬂw’

Fot(0) = Fy 1 (¥) ‘

L‘
flot
@mf?WW,&WWTTWW@@t&
que

<AL () = Fr )+ 22 4 20| 7 -

Z() —G(W)l <3¢, yealpeW. (34)
J/(DG’T\bWT\A maimkemamk que Qea U@uwnaﬁeb U F de (32) somk 7o
cuvents. Sotenk e, F fliwes. Gon ce qui précede, poun bout @ e F il
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mtantmumma%eUzdexetmTz-wmm\aﬁszdecpt&bque
#(e) — GW)| < £/2 sl y € Uy et v € Voo Jon compacité on cRoisit

w1, € F tels que F o Up Us Soit v =g Vi, Joun y e F,
zDGViEmAtekteﬂwyGUmk,etma
lo(y) = W) < [9(e) — zR(P) + [Th(0) — T()] <,
dot 1 € Ue r(y). (ee,gat@mnmeﬁa/[\nmue i
Omamomblé,mmw\}amtd (34),&6@1&1}%\12@%@1@&%
thmnu&édm :

de Gx G dams T.

34 éeamwfie%um

gaounfGLl( ),mmtefé’%CQa@emcb&mf Comme
G est le spectre de LY(G), [ e Co(G £a/rvppwat«m}'L1 —>COG)
fefmw&e%bam%mm&@mdememm & la
W&%A@Q’%&%@U(G)

%W3.4.4. %W&WMJJWM
ﬂemAGzR :
(ﬂ:/mﬂ@me,

Mac&m@fgumcaﬁac@?eteRNwamﬁAfmd %MW\G’ZMA/ME

T e R T. OWWMLMW(pMﬁwde(pW&L
7 &&MW&W%W,CMW%@CW
Omwu%swfmtmﬂwmemr\p\mme :F(f*g):]:(f}}"(g).(ee@a
MW@WWC’@tﬂab\amugvm\éede%memaw
f(f*)zm.@queé,&mtemwmmageUdeglkdmﬁté
damAGt&quekpx )—1] =e(x) —¢ e|<1/2/r\o«mx€U,astw
w01 = | [ (6l@) = V()| < ()

dstL cp(IU):IUgo #O@s@aw@wwt&u&bﬂ%ﬁw&tﬂé&e&@tﬂé@
m&gmmmmww@ugfé@,&mmo&iwf(Ll(G))
a&tdmwedmeo(@).OmmteWwIteané&wAG
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Omawaxtm&nbwquxﬂmtem ' M@{%J'Ll G)—

i o ) Ge apecbe de C+(G mtdmcG(dwerma@an)

OmAMtqueWC*ane&wwwmta@ueAe&tmw\ﬁe,cad‘O¢
aeAquu'ithemewapdeAtaQqueap #Ogm
Q’QM&WJ:ELC*(G)’MM /r\ountoutefELl mmrnupﬂexﬂ
mtetpeétego[uegp(f):f(w ) #£0. Ceat Lo Hheoeme de Lumiciks de

gammen342 £a#MN&de@%mkmmuﬁfeL%@ﬂL%@,
alors fe LX(@) el |fll2 = | fll2-

Demonatnation. g)LfELl G)ﬁLQ(G),mmofvmeAemeﬁecefmrmemt :

)= [ 1o = [ T = 1115,
£a@omob.mxf*fmtmhmed&@/'miew.@mﬁetﬁée’meilm-
verbiom f/*\f: If|2 € LY(G) ek

(r+ e = [\ = 17
cea[métaxt[ldém@m O
g)leG)ﬂLQ()}"eAtdmmmmuaaﬂmﬂwrwdmeQ(A)
@WMC&WNW&M\AL2 fAe/[mem%z/r\mwmmte
awneLAyrr\l:ebuedf,L2()aL2(G)
Ontﬁmﬂne/pmg’émaémtﬂé@im&sdua&té:

MWGMW&MWWC%—&-@EM
dual de G.
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