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1 Motivation

* Topologie : fonctions de deux variables; C(K)®C(L) = C(K x L)

* Représentations : une facon de les multiplier, 7 ® p agit sur H, ® H,

* Opérateurs de rang fini : T = 3" ¢; @ x; ; produits complétés : opérateurs
approximables par ceux de rang fini

* Géométrie différentielle : formes différentielles, en particulier antisymé-
triques / alternées = intégrales par des surfaces

* Groupes quantiques : une algebre d’opérateur A avec une co-multiplication
A:A— A®A (duale & la multiplication)

* Information quantique : états sont des vecteurs de Hy ® Hy (intéraction

de deux systémes quantiques)

2 Construction

Fonctionnelles bilinéaires (multilinéaires),
considérées comme des espaces vectoriels.

Ou encore : W = E ® F tel que 'inclusion (z,y) — x ® y est bilinéaire en
rxeFl yekF.

On construit cet espace explicitement et on obtient les propriétés ci-citées
ensuite.

Soient F, F des espaces vectoriels sur un corps K. On rappelle que E X F est

un espace vectoriel avec

M1, y1) + (22, y2) = (A1 + T2, Ay1 + y2).



Tout vecteur (z,y) € E X F est égal & (x,0) 4+ (0,y); F x {0} et {0} x F
engendrent F X F' linéairement.

Si (eq)aca est une base (algébrique) de E et (fz)gep une base de F, alors

{(ea;0) : € A} U{(0, f3) : 8 € B}
est une base de F X F. Si dg = dimFE < o et dp = dimF < oo, alors
On verra plus tard que dm FE ® F = dg - dp.

La construction commence par 1’espace suivant :

Définition 2.1. Soient E, F' des espaces vectoriels sur un corps K. On considére

lespace E ® F des combinaisons linéaires formelles
n
Z/\k(ﬂﬂk ® Yk), A €K,z € B, yy € F,
k=1

avec les opérations évidentes. On considére ensuite le sous-espace vectoriel

I dans E ® F engendré par les vecteurs

{@1+22) @y -1 @y —22@y: 21,22 € B,y € F}

TR (W1 +y2) — QY1 —xRy2: x € E,y1,y2 € F
Mz®y)— (M) @y et
Mz@y)—z(Ay):z € E,ye€ F,\ €K}

Si besoin, on le notera I pour indiquer les espaces en question. Le produit

tensoriel E ® F est défini comme Uespace quotient (E © F)/I.

Il faut noter que l'espace £ ® F est énorme : tous les vecteurs z ® y sont
indépendants, et on ne peut pas, par exemple, simplifier la somme z®y+(—2)®
y. Méme dans le cas ou E = F' = K est de dimension 1, on obtient donc un
espace de dimension infinie. Mais ce n’est plus le cas avec £ ® F.

On remarque que :

* F ® F est bien un K-espace vectoriel, comme tout espace quotient ;
* dans F ® F, si on note par T ® § = * ® y + I la classe du vecteur

r®y e EXxF, ona

TR +92) =2
Mzeg) =)y =12 (\g).

L’application canonique Jg p: EX F - E®F, (z,y) — £ ® 7 est donc

bilinéaire. On écrit désormais x ® y au lieu de £ ® § dans E ® F.



* Pour tout z € F, on a
20=28 (0k-0F) =0k -2)®0Fr =0 ®0r = O0pgr,

et de méme, 0 ® y = 0 pour tout y € F.
* On appelle les tenseurs de forme z ® y simples. Exemple de manipulation

de tenseurs :

(2x1 + 322) ® (y1 — y2) = (221 + 322) @ y1 — (221 + 322) @ Y2

=221 @Y1 + 32 @Y1 — 221 @ Y2 — 3T2 ® Yo.

Le vecteur z1 ® y1 — 2 @ y2 n'est pas un tenseur simple (si x; et y; sont
libres).

* Tout vecteur z € E ® F s’écrit comme une somme finie
z:Zxk@)yk avecxy € E, yp € F, k=1,...,n, n€N.

On peut choisir (y;) libres, car s’ils ne le sont pas, on peut simplifier la

décomposition : par exemple, y, = Zz;ll AkYr implique

n—1 n—1 n—1
z= Z!Ek@)yk t T @ (Z)\kyk) = Z(mk + Aen) © Y-
k=1 k=1 k=1

De méme, on peut supposer (zy) libres.

Si (ea)aca est une base de E et (fg)sep une base de F', alors les vecteurs
{ea® fg:a€ A e B}

engendrent ¥ ® F', on peut donc dire que dim E X F' < dg - dp. On montrera
plus tard que c’est une base. Pour le moment, on se contente de dire qu’on peut
simplifier 1 ® y + 22 ® y = (21 + x2) ® y, mais a priori pas x1 ® y1 + X2 @ Yo,

et qu’en principe, tous les vecteurs ne s’écrivent pas dans la forme z ® y.

Exemple 2.2. Soit K = C = F. L’application E - EQC, z — x ® 1 est
linéaire et surjective : tout x @y ouy € C est égal d (x/y) @1 siy # 0 et sinon
a 0.

3 Applications bilinéaires

Proposition 3.1. Soit G un K-espace vectoriel et £ : ExXF — G une application
bilinéaire. Alors Uapplication é : EOF — G, définie sur les tenseurs simples

comme

Erz@ym &(2,y)



et prolongée sur EQF par linéarité, s’annule sur I et définit donc une application
quotient linéaire de E ® F' dans G.

Réciproquement, toute application linéaire §~: E®F — G définit une applica-
tion bilinéaire € : E x F — G, et la correspondance & < £ est un isomorphisme
linéaire.

Démonstration. On note qu’application quelconque = ® y — £(z,y) € G peut
étre prolongée sur £ @ F' par linéarité. On vérifie que si £ est bilinéaire, alors
€ s’annule sur 1. On Iévalue aux vecteurs engendrant I : pour 1, zs,2 € F,

y17y27y€F,)\€K

g((xl +$2)®y—$1®y_$2®1/ é-xl +{L’2, S(xh ) §(x27y):07

) = y) -
é(x@(y1+y2)—x®y1—x®y2) E(w,y1 +y2) — E(w,y1) — &(w,y2) =0,

)

) =

5()\(33®y M) ®y — &z, y) =

(
EMNz®y) — 2@ (\y) —&(x, \y) = 0.

Il en suit que 'application quotient & est bien définie sur E ® F = (E x F)/I,
et par les propriétés générales des applications quotient, elle est linéaire.

Si réciproquement £ : E® F — G est linéaire, alors & est sa composition
avec 'inclusion canonique Jg r qui est bilinéaire, donc £ est bilinéaire.

Les valeurs de € sont déterminées par ses valeurs sur les tenseurs simples,
et pour ceux-1a on a & (x®y) =&(xz,y); il est clair alors que la correspondance

entre £ et £ est bijective. Enfin, elle est linéaire. O

Exemple 3.2. Soient K, L des espaces topologiques compacts, E = C(K), F =
C(L). Alors Uapplication € : C(K) x C(L) — C(K x L) suivante est bilinéaire :

§(f,9)(s,t) = fs)g(t),  seK, tel.

On peut noter f @ g la fonction &(f,g) sur K x L. En général, & n'est pas
surjective, mais on peut monter avec le théoréeme de Stone-Weierstrass que son

image est dense.
Un cas particulier d’application bilinéaires est le suivant :

Corollaire 3.3. Soient X,Y des K-espaces vectoriels et Jxy : X xY = X QY
l'inclusion canonique.

SiA:E — X et B: F —Y sont des opérateurs linéaires, alors l'application
(z,y) — Ixy (Ax, By) est bilinéaire et définit une application linéaire de EQ F
dans X @Y. On la note A® B, et donc

(A® B)(zr®y) = Ar ® By.



4 Fonctionnelles linéaires

Soient ¢ € E*, 1 € F* des fonctionnelles linéaires sur F et F respectivement.

Alors par le précédent, 'application bilinéaire £ : £ x F' — K|

£ (z,y) = p(2)Y(y),

définit une fonctionnelle linéaire sur £ ® F', notée ¢ ® 1. L’espace des fonction-
nelles bilinéaires sur E x F' est isomorphe a (E ® F)* par le précédent, mais

toutes ces fonctionnelles n’ont pas la forme ¢ ® 1.

Proposition 4.1. Si (eq)aca est une base de E et (fz)gep une base de F,

alors

{ea® fg:a€ A p € B}

est une base de E ® F. En dimension finie on a donc dimE ® F =dg - dp.

Démonstration. On définit les fonctionnelles coordonnées sur E et F' :

€Z(Z$a€a) = T4, fE(Znyﬁ’) =Ys-

Sur z =3 zupea ® fg € EQF, on a

(eq © f5)(2) = Zap;

si z = 0, alors z43 = 0 pour tout «, 3, donc les vecteurs (e, @ f) sont libres.

On a déja vu qu’ils engendrent F ® F', c’est donc une base. O

Corollaire 4.2. Pour tout E, on a
FRK~FE.

En effet, Uapplication x — x @ 1 est linéaire et surjective ; pour x # 0 on peut
choisir ¢ € E* tel que p(x) # 0, alors (¢ @id)(x ® 1) = p(z) # 0 donc cette

application est aussi injective : c’est un isomorphisme.

Exemple 4.3. Soit E = R", F' = R™ avec les bases standard (ex), (fi). Les
vecteurs By = e, ® fi, 1 <k < n, 1 <1< m, sont une base de R™ @ R™. [Le
raisonnement est identique pour tout corps K.] Tout tenseur a € E ® F s’écrit

alors comme

a= Z agier ® f1 = Z ap By,

1<k<n 1<k<n
1<i<m 1<i<m

et on peut lidentifier avec une matrice A € My, n(R) de coordonnées Ay, = a.

C’est un isomorphisme linéaire.



L’application (¢, %) — ¢ ®1) est bilinéaire de E* x F* dans (E® F)* : pour
xel yeF

(A1 +¢2) @) (z @ y) = Ap1(2)(y) + pa2(2)(y),

(0 @ (M1 +1402)) (x @ y) = () M1 (y) + ()2 (y).

On obtient donc une application linéaire J, : E* @ F* — (E ® F)*.
En général, toutes les fonctionnelles linéaires ne se décrivent pas de cette

fagon ; mais c’est le cas en dimension finie.

Proposition 4.4. Si E et F' sont de dimension finie, alors J, est un isomor-
phisme, donc

Démonstration. Soit (ey)aca une base de E et (fz)gep une base de F. Pour

tout & € (E® F)* on a

(D 2apa ® f3) = Y 2ap®lea @ f5) = > (€5 @ f3)(2)®(ea © f3).
a,B a,B a,B

Avec les coefficients ®,3 = P(e, ® f3), on a alors la décomposition (finie)

= duogel® [}
a,B

En particulier, J, est surjective. Mais comme

dim(E* @ F*) = dim £ - dim F* = dim E - dim F,

dim(E® F)* =dim(F ® F) = dim E - dim F,
J, est bien un isomorphisme. O

On peut I'écrire en une autre forme, toujours en dimension finie, en sachant

que E** ~ Fet F* ~ F :
E®@F=(E*"®F")".

Ce dernier espace est isomorphe a 1’espace des fonctionnelles bilinéaires de E* x
F* dans K, et on aurait méme pu définir £ ® F' comme tel. A rappeler quand

méme qu’on voudrait considérer la dimension quelconque.

5 Isomorphisme avec les espaces d’opérateurs

Proposition 5.1. Il existe une inclusion naturelle £ : E* @ F ~ L(E,F) (li-

néaire injective). Si E et F' sont de dimension finie, c’est un isomorphisme.



Démonstration. Siu =7, pr®@yir € E*®F, alors on peut définir {(u) : E — F

par

Eu)(@) =D orl@)yr.
k

On obtient évidemment un opérateur linéaire et donc une application £ : E* ®
F — L(E,F). 1l est facile de voir qu’elle est linéaire en w.

Pour montrer que £ est injective, supposons que u est de la forme ci-dessus
et (yr) sont libres (c’est toujours possible). Si £(u) = 0, alors ¢x(x) = 0 pour
tout x € E et k, donc ¢ =0 et u = 0.

Supposons maintenant que E et F sont de dimension finie, avec les bases

(ex)1<k<n €t (fi)1<igm respectivement. On a pour z € E
E(er, ® fi)(z) = ep(z) fi.

Pour tout A € L(E,F) et x € E,

Az = A(Z Tpep) = ZIkTGk = ZIkAklfl’

ou Ay = ff(Aey). On peut alors écrire

A= ZAklf(eZ ® fi) =§(ZTM€Z ®fl)7

k.l k.l

donc £ est surjective. O

On écrit souvent, en omettant &,

A=) "Aue;® fi,

k.l

et en reformulant encore une fois, on retrouve 'isomorphisme

My (K) >~ L(K®, K™) >~ K @ K™ >~ K" @ K™.



