
Topologie et analyse

fondamentale

Yulia Kuznetsova

11 mai 2025



T`a˜b˝l´e `d`eṡ ”m`a˚tˇi`èˇr`eṡ
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C‚h`a¯p˚i˚tˇr`e 1

Eṡfi¯p`a`c´eṡ ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`qfi˚u`eṡ

1.1 T`op̧`o˝l´oˆgˇi`e `g´é›n`éˇr`a˜l´e
C`o“n‹vfleˇr`g´e›n`c´eṡ / ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`eṡ ”n`o“nffl-”m`éˇtˇr˚i¯sfi`a˜b˝l´eṡ :
? P̀o“n`cˇtˇu`e¨l¨l´e, ¯sfi˚iffl ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `eṡfi˚t ”n`o“nffl-`d`é›n`o“m˜b˘r`a˜b˝l´e
? E”nffl ¯p`a˚r˚tˇi`cˇu˜lˇi`eˇrffl : ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`e ˜f´a˚i˜b˝l´e `d˚uffl `d˚u`a˜l `dffl’˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e `d`e B`a‹n`a`c‚hffl
`d`e `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl ˚i‹n˜fˇi‹n˚i`e

? `d˚i¯sfi˚tˇr˚i˜b˘u˚tˇi`o“n¯s
? F̀o˘r˚t´e / ˜f´a˚i˜b˝l´e `dffl’`op̧`éˇr`a˚t´eˇu˚r¯s, ¯sfi˚iffl ˜l„`eṡfi¯p`a`c´e `eṡfi˚t ”n`o“nffl-¯sfi`éṗ`a˚r`a˜b˝l´e
? ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`e `d`e Z`a˚r˚i¯sfi˛k˚iffl, ¯sfi˚u˚rffl `d`eṡ ¯p`o˝l›y›n`ô“m`eṡ

1.1.1 T`op̧`o˝l´oˆgˇi`e, `o˘u‹vfleˇr˚tṡ, ˜f´eˇr‹m`éṡ
D`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl 1.1.1. S̀o˘i˚t X ˚u‹nffl `e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `eˇt P(X) ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `d`e ˚t´o˘u˚t´eṡ

˜l´eṡ ¯p`a˚r˚tˇi`eṡ `d`e X. U”n`e ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`e ¯sfi˚u˚rffl X `eṡfi˚t ˚u‹n`e ¯p`a˚r˚tˇi`e τ ⊂ P(X) ˚t´e¨l¨l´e
`qfi˚u`e :

? ∅, X ∈ τ ;
? ¯sfi˚iffl U, V ∈ τ `a˜l´o˘r¯s U ∩ V ∈ τ ;
? ¯sfi˚iffl Ui ∈ τ ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t i ∈ I , `a˜l´o˘r¯s ∪

i∈I
Ui ∈ τ .

T‚h`é´o˘r`è›m`e 1.1.2. S̀o˘i˚t X ˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e ”m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e. L`eṡ «o˘u‹vfleˇr˚tṡ `d`a‹n¯s ˜l´e
¯sfi`e›n¯s ”m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e» ˜f´o˘r‹m`e›n˚t ˚u‹n`e ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`e ¯sfi˚u˚rffl X.

E”x´e›m¯p˜l´eṡ :
1. `eṡfi¯p`a`c´eṡ ”m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`eṡ

? Rn

? `p, c0
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? C(K), B(H)

? ˜l„`eṡfi¯p`a`c´e `d`e S̀c‚h‹wˆa˚r˚tˇz S(Rn)

2. L`affl ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`e `d˚i¯sfi`cˇr`èˇt´e
3. L`affl ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`e `gˇr`oşfi¯sfi˚i`èˇr`e
4. S̊u˚rffl X = {a, b} `o“nffl ¯p`eˇu˚t `d`é¨fˇi‹n˚i˚rffl ˜l´affl ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`e τ =

{
∅, {a}, X

}.
D`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl 1.1.3. U”n`e ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`e ¯sfi˚u˚rffl X `eṡfi˚t `d˚i˚t´e ¯sfi`éṗ`a˚r`é´e ¯sfi˚iffl ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u¯s
x, y ∈ X , ¯sfi˚iffl x 6= y, `a˜l´o˘r¯s ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e›n˚t `d`eṡ `o˘u‹vfleˇr˚tṡ U ⊃ x, V ⊃ y ˚t´e¨lṡ `qfi˚u`e
U ∩ V = ∅. O”nffl `d˚i˚t `a˜l´o˘r¯s `qfi˚u`e X `eṡfi˚t ¯sfi`éṗ`a˚r`é ; H`a˚u¯sfi`d`o˘r˜f¨f ˚i‹nffl E”n`g¨lˇi¯sfi˛hffl.

L`eṡ ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`eṡ 3, 4 ”n`e ¯sfi`o“n˚t ¯p`a¯s ¯sfi`éṗ`a˚r`é´eṡ.

1.1.2 V`o˘i¯sfi˚i‹n`a`g´e, ˜bˆa¯sfi`e `d`e ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`e
D`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl 1.1.4. U”nffl ”vˆo˘i¯sfi˚i‹n`a`g´e `d`e x ∈ X `eṡfi˚t ˚t´o˘u˚t´e ¯p`a˚r˚tˇi`e W `d`e X

`c´o“n˚t´e›n`a‹n˚t ˚u‹nffl `o˘u‹vfleˇr˚t U ¯sfi˚u`c‚hffl ˚t‚h`a˚t x ∈ U ⊂ W . L’`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `d`e ˚t´o˘u¯s ˜l´eṡ
”vˆo˘i¯sfi˚i‹n`a`g´eṡ `d`e x ¯sfi`eˇr`affl ”n`o˘t´é V(x).

S̊iffl X `eṡfi˚t ”m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e : W ∈ V(x) ¯sfi¯sfi˚iffl W `c´o“n˚tˇi`e›n˚t ˚u‹n`e ˜bˆo˘u˜l´e B(x, r),
r > 0.

U”n`e ˜f´a`ç´o“nffl `d`e `d`é¨fˇi‹n˚i˚rffl ˜l´affl ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`e :

P̊r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl 1.1.5. S̀o˘i˚t B0 ˚u‹n`e ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e `d`e ¯p`a˚r˚tˇi`eṡ `d`e X `d`o“n˚t ˜l´affl
˚r`éˇu‹n˚i`o“nffl `eṡfi˚t X. O”nffl ¯p`oşfi`e

B = {E1 ∩ · · · ∩ En : n ∈ N,∀j Ej ∈ B0}

`eˇt
τ = {

⋃
i∈I

Bi : I `qfi˚u`e¨l´c´o“n`qfi˚u`e, ∀i Bi ∈ B0} ∪ {∅}.

A˜l´o˘r¯s τ `eṡfi˚t ˚u‹n`e ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`e ¯sfi˚u˚rffl X.

O”nffl ¯p`eˇu˚t `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl ˚r`e›m`a˚r`qfi˚u`eˇrffl `qfi˚u`e W ∈ V (x) ¯sfi¯sfi˚iffl W `c´o“n˚tˇi`e›n˚t ˚u‹nffl `e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e
U ∈ B ˚t´e¨l `qfi˚u`e x ∈ U .

E”x´e›m¯p˜l´eṡ :
5. L`affl ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`e ˚u¯sfi˚u`e¨l¨l´e `d`e R `eṡfi˚t `e›n`g´e›n`d˚r`é´e `d`a‹n¯s `c´e ¯sfi`e›n¯s ¯p`a˚rffl ˜l´eṡ

˚i‹n˚t´eˇr‹vˆa˜l¨l´eṡ ]−∞, a[ `eˇt ]b,+∞[ `a‹vfle´c a, b ∈ R.
6. S̀o˘i˚t f ∈ C([0, 1]) `eˇt t ∈ [0, 1]. P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t ε > 0, `o“nffl ¯p`oşfi`e

Ut,ε(f) = {g ∈ C([0, 1]) : |f(t)− g(t)| < ε}.
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S̀o˘i˚t `e›n¯sfi˚u˚i˚t´e

B0 = {Ut,ε(f) : t ∈ [0, 1], ε > 0, f ∈ C([0, 1])}.

L`affl ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`e `e›n`g´e›n`d˚r`é´e ¯p`a˚rffl B0 `eṡfi˚t `c´e¨l¨l´e `d`e ˜l´affl `c´o“n‹vfleˇr`g´e›n`c´e ¯sfi˚i‹m¯p˜l´e
(¯p`o“n`cˇtˇu`e¨l¨l´e). E”n`g¨lˇi¯sfi˛hffl : ¯p`o˘i‹n˚t›w˘i¯sfi`e `c´o“n‹vfleˇr`g´e›n`c´e.

I ”n‹vfleˇr¯sfi`e›m`e›n˚t, ˚u‹n`e ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e B ⊂ τ ˚t´e¨l¨l´e `qfi˚u`e ˚t´o˘u˚t `o˘u‹vfleˇr˚t `eṡfi˚t ˜l´affl ˚r`éˇu‹n˚i`o“nffl
`d`e ¯p`a˚r˚tˇi`eṡ `d`a‹n¯s B `eṡfi˚t `a¯p¯p`e¨l´é ˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e `d`e τ . I˜l ¯p`eˇu˚t ”y `a‹vˆo˘i˚rffl ¯p˜lˇu¯sfi˚i`eˇu˚r¯s.
U”n`e ¯p`a˚r˚tˇi`e B(x) ⊂ V(x) `eṡfi˚t `a¯p¯p`e¨l´é´e ˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e `d`e ”vˆo˘i¯sfi˚i‹n`a`g´eṡ `d`e x ¯sfi˚iffl
¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t W ∈ V(x) ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e U ∈ B(x).

E”x´e›m¯p˜l´e : B(x) = {B(x, r) : r > 0} `d`a‹n¯s ˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e ”m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e.
E”n˜fˇi‹nffl, ¯sfi`o˘i˚t ˚u‹n`e ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e B0 ⊂ τ ˚t´e¨l¨l´e `qfi˚u`e ˜l´eṡ ˚i‹n˚t´eˇr¯sfi`e´cˇtˇi`o“n¯s ˜fˇi‹n˚i`eṡ `d`e ¯sfi`eṡ

`é¨l´é›m`e›n˚tṡ ˜f´o˘r‹m`e›n˚t ˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e `d`e τ . O”nffl `d˚i˚t `a˜l´o˘r¯s `qfi˚u`e B0 `eṡfi˚t ˚u‹n`e ¯p˚r`é-˜bˆa¯sfi`e
`d`e τ .

1.1.3 S̊u˚i˚t´eṡ `c´o“n‹vfleˇr`g´e›n˚t´eṡ
D`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl 1.1.6. U”n`e ¯sfi˚u˚i˚t´e (xn) `c´o“n‹vfleˇr`g´e ”vfleˇr¯s x ∈ X ¯sfi˚iffl ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t
”vˆo˘i¯sfi˚i‹n`a`g´e W ∈ V(x) ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e N ∈ N ˚t´e¨l `qfi˚u`e ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t n > N `o“nffl `affl
xn ∈W .

E”x´e›m¯p˜l´eṡ :
? D`a‹n¯s X = R : ˚i˜l ¯sfi˚u˜f¨fˇi˚t `d`e `c´o“n¯sfi˚i`d`éˇr`eˇrffl W =]x− ε, x+ ε[ ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t
ε > 0.

? D`a‹n¯s ˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e ”m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e : W = B(x, r), r > 0.

E”x´eˇr`cˇi`c´e 1.1.7. D`a‹n¯s ˜l´affl ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`e `gˇr`oşfi¯sfi˚i`èˇr`e, ˚t´o˘u˚t´eṡ ˜l´eṡ ¯sfi˚u˚i˚t´eṡ `c´o“n‹vfleˇr`g´e›n˚t,
”vfleˇr¯s ˚t´o˘u¯s ˜l´eṡ ¯p`o˘i‹n˚tṡ `àffl ˜l´affl ˜f´o˘i¯s (˜l´affl ˜lˇi‹m˚i˚t´e `eṡfi˚t ˜l´o˘i‹nffl `dffl’`êˇtˇr`e ˚u‹n˚i`qfi˚u`e).

1.1.4 F̀eˇr‹m`éṡ, `a`d˛h`éˇr`e›n`c´e
D`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl 1.1.8. L`eṡ ˜f´eˇr‹m`éṡ `d`e X ¯sfi`o“n˚t ˜l´eṡ `c´o“m¯p˜l´é›m`e›n˚tṡ `d`eṡ `o˘u‹vfleˇr˚tṡ
`d`e X. L’`a`d˛h`éˇr`e›n`c´e (`o˘uffl ˜l´affl ˜f´eˇr‹m`eˇtˇu˚r`e) A `dffl’˚u‹n`e ¯p`a˚r˚tˇi`e A|subsetX `eṡfi˚t
˜l„˚i‹n˚t´eˇr¯sfi`e´cˇtˇi`o“nffl `d`e ˚t´o˘u¯s ˜l´eṡ ˜f´eˇr‹m`éṡ `c´o“n˚t´e›n`a‹n˚tṡ A ; `c’`eṡfi˚t ˜l´e ¯p˜lˇu¯s ¯p`eˇtˇi˚t ˜f´eˇr‹m`é
`c´o“n˚t´e›n`a‹n˚t A. S̊iffl A = X , `o“nffl `d˚i˚t `qfi˚u`e A `eṡfi˚t `d`e›n¯sfi`e `d`a‹n¯s X.

E”x´e›m¯p˜l´eṡ :
? S̊iffl A `eṡfi˚t ˜f´eˇr‹m`é, `a˜l´o˘r¯s A = A.
? D`a‹n¯s ˜l„`e›x´e›m¯p˜l´e 4, ˜l´eṡ ˜f´eˇr‹m`éṡ ¯sfi`o“n˚t {∅, {b}, X}. S̀o˘i˚t A = {a}, `a˜l´o˘r¯s
A = X.
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E”x´eˇr`cˇi`c´e 1.1.9. x ∈ A ¯sfi¯sfi˚iffl W ∩A 6= ∅ ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t ”vˆo˘i¯sfi˚i‹n`a`g´e W `d`e x.
E”x´e›m¯p˜l´e 1.1.10. S̀o˘i˚t X = C([0, 1]) `a‹vfle´c ˜l´affl ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`e `d`é¨fˇi‹n˚i`e `cˇiffl-`d`eṡfi¯sfi˚u¯s,
`eˇt ¯sfi`o˘i˚t D = {f ∈ X : 0 6 f 6 1,

∫
f = 1/2}. O”nffl ”vˆo˘i˚t ˜f´a`cˇi˜l´e›m`e›n˚t `qfi˚u`e ¯p`o˘u˚rffl

˚t´o˘u¯s t1, . . . , tn ∈ [0, 1] ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e f ∈ D ˚t´e¨l¨l´e `qfi˚u`e f(t1) = · · · = f(tn) = 0.
C`e¨l´affl ˚i‹m¯p˜lˇi`qfi˚u`e `qfi˚u`e 0 ∈ D.

(˜fˇi‹nffl `d˚uffl `c´o˘u˚r¯s 1)
O˚rffl, 0 ”nffl’`eṡfi˚t ¯p`a¯s ˜l´affl ˜lˇi‹m˚i˚t´e `dffl’`a˚u`cˇu‹n`e ¯sfi˚u˚i˚t´e `d`a‹n¯s D : ¯sfi˚iffl fn ∈ D ¯p`o˘u˚rffl

˚t´o˘u˚t n `eˇt fn → 0 ¯sfi˚i‹m¯p˜l´e›m`e›n˚t, `a˜l´o˘r¯s ¯p`a˚rffl ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e `d`e ˜l´affl `c´o“n‹vfleˇr`g´e›n`c´e
`d`o“m˚i‹n`é´e ∫ fn → 0, `c´e `qfi˚u˚iffl ”nffl’`eṡfi˚t ¯p`a¯s ¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˝l´e.

1.1.5 T`op̧`o˝l´oˆgˇi`e ˚i‹n`d˚u˚i˚t´e
D`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl 1.1.11. S̀o˘i˚t (X, τ) ˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`qfi˚u`e `eˇt A ⊂ X. L`affl

˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`e ˚i‹n`d˚u˚i˚t´e ¯sfi˚u˚rffl A `eṡfi˚t τA = {U ∩A : U ∈ τ}.
R`e›m`a˚r`qfi˚u`e 1.1.12. τA `eṡfi˚t ˜b˘i`e›nffl ˚u‹n`e ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`e ¯sfi˚u˚rffl A : `e¨l¨l´e `c´o“n˚tˇi`e›n˚t
∅ `eˇt A, ¯p˚u˚i¯s (U ∩A) ∩ (V ∩A) = (U ∩ V ) ∩A, `eˇt ∪i(Ui ∩A) =

(
∪i Ui

)
∩A.

C’`eṡfi˚t ˚u‹n`e ˜f´a`ç´o“nffl `c´o˘u˚r`a‹n˚t´e `d`e `d`é¨fˇi‹n˚i˚rffl `d`eṡ ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`eṡ : `o“nffl ¯p`a˚r˜l´e ¯p`a˚rffl
`e›x´e›m¯p˜l´e `d`e ˜l´affl ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`e ˚u¯sfi˚u`e¨l¨l´e ¯sfi˚u˚rffl [a, b] ⊂ R, ¯sfi˚u˚rffl T ⊂ C. . .
D`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl 1.1.13. X `eṡfi˚t `d˚i˚t `d˚i¯sfi`cˇr`eˇt ¯sfi˚iffl τ = P(X). U”n`e ¯p`a˚r˚tˇi`e A `eṡfi˚t

`d˚i˚t´e `d˚i¯sfi`cˇr`èˇt´e ¯sfi˚iffl τA = P(A).
P̊r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl 1.1.14. A `eṡfi˚t `d˚i¯sfi`cˇr`eˇt `d`a‹n¯s X ¯sfi¯sfi˚iffl ˚t´o˘u˚t ¯sfi˚i‹n`g¨l´eˇt´o“nffl {a},
a ∈ A, `eṡfi˚t `o˘u‹vfleˇr˚t `d`a‹n¯s τA, `eˇt ¯sfi¯sfi˚iffl ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t a ∈ A ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e U ∈ τ ˚t´e¨l
`qfi˚u`e A ∩ U = {a}.

E”x´e›m¯p˜l´eṡ
1. Z `d`a‹n¯s R `eṡfi˚t `d˚i¯sfi`cˇr`eˇt ; n =]n− 1, n+ 1[.
2. A = {0}∪{ 1

n
: n ∈ N∗} ”nffl’`eṡfi˚t ¯p`a¯s `d˚i¯sfi`cˇr`eˇt : ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t `o˘u‹vfleˇr˚t U ⊂ R

`c´o“n˚t´e›n`a‹n˚t 0 ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e N ∈ N ˚t´e¨l `qfi˚u`e ∀n > N `o“nffl `affl 1/n ∈ U , `d`o“n`c
U ∩A 6= {0}.

3. B = A\{0} `eṡfi˚t `d˚i¯sfi`cˇr`eˇt ; ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t n > 1, `o“nffl `affl 1
n

= B ∩ ] 1
n+ 1 ,

1
n− 1 [,

`eˇt `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl {1} = B ∩ ] 12 , 3[.

1.2 Aṗ¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“n¯s `c´o“n˚tˇi‹n˚u`eṡ
D`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl 1.2.1. S̀o˘i˚t X,Y `d`eṡ `eṡfi¯p`a`c´eṡ ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`qfi˚u`eṡ `eˇt f : X → Y ˚u‹n`e
`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl. O”nffl `d˚i˚t `qfi˚u`e f `eṡfi˚t `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e ¯sfi˚iffl f−1(U) `eṡfi˚t `o˘u‹vfleˇr˚t ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t
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`o˘u‹vfleˇr˚t U ⊂ Y .

D`a‹n¯s ˜l´e `c´a¯s ”m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e, `o“nffl ˚r`eˇtˇr`o˘u‹vfle ˜l´eṡ ”m`ê›m`eṡ ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s :

P̊r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl 1.2.2. S̊iffl X `eˇt Y ¯sfi`o“n˚t `d`eṡ `eṡfi¯p`a`c´eṡ ”m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`eṡ, `a˜l´o˘r¯s f

`eṡfi˚t `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e ¯sfi¯sfi˚iffl ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x ∈ X `eˇt ˚t´o˘u˚t ε > 0 ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e δ > 0 ˚t´e¨l `qfi˚u`e
f(B(x, δ)) ⊂ B(f(x), ε).

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. S̀o˘i˚t f `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e. P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x ∈ X `eˇt ε > 0, ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e
B(f(x), ε) `eṡfi˚t `o˘u‹vfleˇr˚t, `d`o“n`c ¯sfi`o“nffl ˚i‹m`a`g´e ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi`e `eṡfi˚t `o˘u‹vfleˇr˚t´e. E˜l¨l´e `c´o“n˚tˇi`e›n˚t
x `eˇt `a˜l´o˘r¯s ˚u‹n`e ˜bˆo˘u˜l´e B(x, δ) `a‹vfle´c δ > 0.

R`é´cˇi¯p˚r`oˆqfi˚u`e›m`e›n˚t, ¯sfi˚u¯p¯p`oşfi`o“n¯s `qfi˚u`e f ”vfléˇr˚i˜fˇi`e ˜l´affl `c´o“n`d˚i˚tˇi`o“nffl ε − δ. S̀o˘i˚t
U ⊂ Y ˚u‹nffl `o˘u‹vfleˇr˚t `eˇt V = f−1(U). P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x ∈ V `o“nffl `affl y = f(x) ∈ U

`d`o“n`c ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e ε > 0 ˚t´e¨l `qfi˚u`e B(y, ε) ⊂ U . S̀o˘i˚t δ > 0 ˚t´e¨l `qfi˚u`e f(B(x, δ)) ⊂

B(y, ε), `a˜l´o˘r¯s B(x, δ) ⊂ f−1(B(y, ε)) ⊂ f−1(U) = V ; `o“nffl `c´o“n`c¨lˇu˚t `qfi˚u`e V `eṡfi˚t
`o˘u‹vfleˇr˚t.

E”x´e›m¯p˜l´e 1.2.3. 1. S̀o˘i˚t τ ˜l´affl ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`e `d˚i¯sfi`cˇr`èˇt´e ¯sfi˚u˚rffl X. A˜l´o˘r¯s ˚t´o˘u˚t´e
`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl f : X → Y `eṡfi˚t `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e, `a‹vfle´c Y `qfi˚u`e¨l´c´o“n`qfi˚u`e. A˚uffl
`c´o“n˚tˇr`a˚i˚r`e, f : Z → X `eṡfi˚t `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e ¯sfi¯sfi˚iffl f−1({x}) `eṡfi˚t ˚u‹nffl `o˘u‹vfleˇr˚t
¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x ∈ X.
E”x´e›m¯p˜l´e `c´o“n`cˇr`eˇt : X = Z, ˚i˜l `eṡfi˚t `d˚i¯sfi`cˇr`eˇt `a‹vfle´c ˜l´affl ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`e ˚u¯sfi˚u`e¨l¨l´e ;
f : t 7→ [t] (˜l´affl ¯p`a˚r˚tˇi`e `e›n˚tˇi`èˇr`e) `eṡfi˚t `d˚i¯sfi`c´o“n˚tˇi‹n˚u`e `d`e R `d`a‹n¯s Z. E”nffl
˚r`é´a˜lˇi˚t´é, ¯sfi`eˇu˜l´eṡ ˜l´eṡ ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s `c´o“n¯sfi˚t´a‹n˚t´eṡ ¯sfi`o“n˚t `c´o“n˚tˇi‹n˚u`eṡ `d`e R `d`a‹n¯s
Z, `c´e `qfi˚uffl’`o“nffl ”m`o“n˚tˇr`eˇr`affl ¯p˜lˇu¯s ˚t´a˚r`dffl `e›nffl `d˚i¯sfi`cˇu˚t´a‹n˚t ˜l´affl `c´o“n‹n`e›xˇi˚t´é.

2. S̀o˘i˚t τ ˜l´affl ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`e `gˇr`oşfi¯sfi˚i`èˇr`e ¯sfi˚u˚rffl X. A˜l´o˘r¯s ˚t´o˘u˚t´e `a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl
f : Z → X `eṡfi˚t `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e, `a‹vfle´c Z `qfi˚u`e¨l´c´o“n`qfi˚u`e : `o“nffl `affl ˚t´o˘u¯j´o˘u˚r¯s
f−1(X) = Z `eˇt `c’`eṡfi˚t ˜l´e ¯sfi`eˇu˜l `o˘u‹vfleˇr˚t `àffl ”vfléˇr˚i˜fˇi`eˇrffl.
S̊iffl ”m`a˚i‹n˚t´e›n`a‹n˚t `o“nffl `affl f : X → Y , `a˜l´o˘r¯s f−1(U) `d`o˘i˚t `êˇtˇr`e ∅ `o˘uffl X
¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t `o˘u‹vfleˇr˚t U `d`e Y ; ¯sfi˚iffl Y `eṡfi˚t ¯sfi`éṗ`a˚r`é, f `eṡfi˚t ”n`é´c´eṡfi¯sfi`a˚i˚r`e›m`e›n˚t
`c´o“n¯sfi˚t´a‹n˚t´e.
E˚t ¯sfi`a‹n¯s ¯sfi`éṗ`a˚r`a˚tˇi`o“nffl, `o“nffl ¯p`eˇu˚t `a‹vˆo˘i˚rffl `dffl’`a˚u˚tˇr`eṡ `e›x´e›m¯p˜l´eṡ : ¯p`a˚rffl
`e›x´e›m¯p˜l´e, ˚t´o˘u˚t´e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl `d`e R `d˚i¯sfi`cˇr`èˇt´e `d`a‹n¯s R `gˇr`oşfi¯sfi˚i`èˇr`e `eṡfi˚t `c´o“n˚tˇiffl-
”n˚u`e !

A ˚r`a¯p¯p`e¨l´eˇrffl : `o“nffl ”n`e ¯p`eˇu˚t ¯p`a¯s `e›nffl `g´é›n`éˇr`a˜l `c´a˚r`a`cˇt´éˇr˚i¯sfi`eˇrffl ˜l´affl `c´o“n˚tˇi‹n˚u˚i˚t´é
¯p`a˚rffl `d`eṡ ¯sfi˚u˚i˚t´eṡ. S̊iffl f `eṡfi˚t `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e `eˇt xn → x, `o“nffl `a˚u˚r`affl ˜b˘i`e›nffl ¯sfi˚û˚rffl f(xn)→

f(x). O˚rffl ˜l„˚i‹n‹vfleˇr¯sfi`e ”nffl’`eṡfi˚t ¯p`a¯s ˚t´o˘u¯j´o˘u˚r¯s ”v˘r`a˚iffl :
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E”x´e›m¯p˜l´e 1.2.4. (”n`o“nffl ˚i‹n`c¨lˇu˚t `d`a‹n¯s ˜l´e `c´o˘u˚r¯s) S̀o˘i˚t X = C[0, 1] `e›nffl ˚t´op̧`o-
˜l´oˆgˇi`e `d`e ˜l´affl `c´o“n‹vfleˇr`g´e›n`c´e ¯sfi˚i‹m¯p˜l´e, `eˇt ¯sfi`o˘i˚t A = {f ∈ X : −1 6 f 6 1} `a‹vfle´c
˜l´affl ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`e ˚i‹n`d˚u˚i˚t´e. O”nffl ”vˆo˘i˚t ˜f´a`cˇi˜l´e›m`e›n˚t `qfi˚u`e ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl I : f 7→

∫ 1
0 f

”vfléˇr˚i˜fˇi`e ˜l´affl ¯p˚r`op̧˚r˚i`éˇt´é `d`e `c´o“n‹vfleˇr`g´e›n`c´e ¯p`a˚rffl `d`eṡ ¯sfi˚u˚i˚t´eṡ (`gˇr`â`c´e `a˚uffl ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e
`d`e `c´o“n‹vfleˇr`g´e›n`c´e `d`o“m˚i‹n`é´e). O˚rffl E = I−1(] − ε, ε[) ”nffl’`eṡfi˚t ¯p`a¯s `o˘u‹vfleˇr˚t, ¯sfi˚iffl
0 < ε < 1/2 : `o“nffl `affl 0 ∈ E, ”m`a˚i¯s `d`a‹n¯s ˚t´o˘u˚t ”vˆo˘i¯sfi˚i‹n`a`g´e W `d`e 0 ˚i˜l ”y `affl `d`eṡ
˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s `àffl ˜l„˚i‹n˚t´é´gˇr`a˜l´e 1/2 `d`o“n`c E ”n`e `c´o“n˚tˇi`e›n˚t `a˚u`cˇu‹nffl ”vˆo˘i¯sfi˚i‹n`a`g´e `o˘u‹vfleˇr˚t
`d`e 0.
D`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl 1.2.5. U”n`e `a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl f : X → Y `eṡfi˚t `d˚i˚t´e `o˘u‹vfleˇr˚t´e ¯sfi˚iffl

¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t `o˘u‹vfleˇr˚t U ⊂ X ˜l„˚i‹m`a`g´e f(U) `eṡfi˚t `o˘u‹vfleˇr˚t´e `d`a‹n¯s Y . f `eṡfi˚t `d˚i˚t´e
˚u‹nffl ˛h`o“m`é´o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e ¯sfi˚iffl `e¨l¨l´e `eṡfi˚t ˜b˘i¯j´e´cˇtˇi‹vfle `eˇt ˚t´o˘u˚t´eṡ ˜l´eṡ `d`eˇu‹x f , f−1 ¯sfi`o“n˚t
`o˘u‹vfleˇr˚t´eṡ.

R`e›m`a˚r`qfi˚u`e : ˚u‹n`e `a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e ˜b˘i¯j´e´cˇtˇi‹vfle f `eṡfi˚t ˚u‹nffl ˛h`o“m`é´o“m`o˘rffl-
¯p˛h˚i¯sfi‹m`e ¯sfi¯sfi˚iffl `e¨l¨l´e `eṡfi˚t `o˘u‹vfleˇr˚t´e.
E”x´e›m¯p˜l´e 1.2.6. 1. X = Y = R, f(x) = 1

1 + x2 . O”nffl `affl f(R) =]0, 1] `c´e
`qfi˚u˚iffl ”nffl’`eṡfi˚t ¯p`a¯s `o˘u‹vfleˇr˚t, f ”nffl’`eṡfi˚t `d`o“n`c ¯p`a¯s `o˘u‹vfleˇr˚t´e.

2. X = R, Y = T = {z ∈ C : |z| = 1}. O”nffl ¯p`oşfi`e f(t) = eit ; `c´eˇtˇt´e
`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl `eṡfi˚t `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e `eˇt `o˘u‹vfleˇr˚t´e.

3. X = [0, 2π[, Y = T, f(t) = eit. A˜l´o˘r¯s f `eṡfi˚t `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e `eˇt ˜b˘i¯j´e´cˇtˇi‹vfle,
”m`a˚i¯s ¯p`a¯s `o˘u‹vfleˇr˚t´e : U = [0, π[ `eṡfi˚t `o˘u‹vfleˇr˚t `d`a‹n¯s X , ”m`a˚i¯s ¯sfi`o“nffl ˚i‹m`a`g´e
”n`e ˜l„`eṡfi˚t ¯p`a¯s.

4. B = { 1
n

: n ∈ N∗} ; ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl f : B → N∗, 1
n
7→ n `eṡfi˚t ˜b˘i¯j´e´cˇtˇi‹vfle,

˚t´o˘u¯s ˜l´eṡ `d`eˇu‹x `eṡfi¯p`a`c´eṡ ¯sfi`o“n˚t `d˚i¯sfi`cˇr`eˇtṡ, `a˜l´o˘r¯s f, f−1 ¯sfi`o“n˚t `c´o“n˚tˇi‹n˚u`eṡ ;
f `eṡfi˚t `a˜l´o˘r¯s ˚u‹nffl ˛h`o“m`é´o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e.

(˜fˇi‹nffl `d˚uffl `c´o˘u˚r¯s 2)

1.3 T`op̧`o˝l´oˆgˇi`e ¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t
S̀o˘i`e›n˚t (X, τ) `eˇt (Y, ρ) `d`eṡ `eṡfi¯p`a`c´eṡ ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`qfi˚u`eṡ. O”nffl `d`é¨fˇi‹n˚i˚t ˚u‹n`e ˚t´op̧`o-

˜l´oˆgˇi`e ¯sfi˚u˚rffl X × Y `e›nffl `d`o“n‹n`a‹n˚t ¯sfi`affl ˜bˆa¯sfi`e :

B = {U × V : U ∈ τ, V ∈ ρ}.

O”nffl ”vfléˇr˚i˜fˇi`e ˜f´a`cˇi˜l´e›m`e›n˚t `qfi˚u`e B `eṡfi˚t ¯sfi˚t´a˜b˝l´e ¯sfi`o˘u¯s ˜l´eṡ ˚i‹n˚t´eˇr¯sfi`e´cˇtˇi`o“n¯s ˜fˇi‹n˚i`eṡ. L`affl
˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`e σ ¯sfi˚u˚rffl X×Y , `a¯p¯p`e¨l´é´e ˜l´affl ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`e ¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t, `affl ˜l´eṡ ˚r`éˇu‹n˚i`o“n¯s `d`eṡ
`é¨l´é›m`e›n˚tṡ `d`e B ¯p`o˘u˚rffl `o˘u‹vfleˇr˚tṡ.
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P̊r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl 1.3.1. L`eṡ `a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“n¯s pX , pY ¯sfi`o“n˚t `c´o“n˚tˇi‹n˚u`eṡ `eˇt `o˘uffl-
”vfleˇr˚t´eṡ.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. S̊iffl U ⊂ X `eṡfi˚t `o˘u‹vfleˇr˚t, `a˜l´o˘r¯s p−1
X (U) = U×Y , `o˘u‹vfleˇr˚t ¯p`a˚rffl

`d`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl. C`e¨l´affl ”m`o“n˚tˇr`e `qfi˚u`e pX `eṡfi˚t `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e, `eˇt `d`e ”m`ê›m`e pY .
S̀o˘i˚t ”m`a˚i‹n˚t´e›n`a‹n˚t W ⊂ X×Y ˚u‹nffl `o˘u‹vfleˇr˚t. P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t (x, y) ∈W , ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e

˚u‹nffl `o˘u‹vfleˇr˚t `d`e ˜bˆa¯sfi`e U×V ˚t´e¨l `qfi˚u`e U ∈ τ , V ∈ ρ `eˇt (x, y) ∈ U×V ⊂W . A˜l´o˘r¯s
pX(W ) ⊃ pX(U × V ) = U , `d`o“n`c ˚t´o˘u˚t x ∈ pX(W ) ”y `eṡfi˚t `c´o“n˚t´e›n˚uffl `a‹vfle´c ˚u‹nffl
”vˆo˘i¯sfi˚i‹n`a`g´e `o˘u‹vfleˇr˚t ; `c´e¨l´affl ”vfleˇu˚t `d˚i˚r`e `qfi˚u`e pX `eṡfi˚t `o˘u‹vfleˇr˚t´e. L`e ˚r`a˚i¯sfi`o“n‹n`e›m`e›n˚t
`eṡfi˚t ˜l´e ”m`ê›m`e ¯p`o˘u˚rffl pY .

S̊iffl X,Y ¯sfi`o“n˚t `d`eṡ `eṡfi¯p`a`c´eṡ ”m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`eṡ, `a˜l´o˘r¯s B(x, r)×B(y, r) `eṡfi˚t ˜l´affl ˜bˆo˘u˜l´e
`d`e ˚r`a‹y´o“nffl r `c´e›n˚tˇr`é´e `e›nffl (x, y) ¯sfi`e¨l´o“nffl ˜l´affl `d˚i¯sfi˚t´a‹n`c´e

d :
(
(s, t), (u, v)

)
7→ max

(
dX(s, u), dY (t, v)

)
.

O”nffl ˚r`eˇtˇr`o˘u‹vfle `d`o“n`c ˜l´affl ”m`ê›m`e ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`e `qfi˚uffl’`a‹vfle´c ˜l´e ¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t ”m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e.
P̀o˘u˚rffl ˚u‹n`e ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e ˜fˇi‹n˚i`e X1, . . . , Xn `o“nffl `d`é¨fˇi‹n˚i˚t ˜l´e ¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t X =

∏n
i=1Xi

¯sfi`o˘i˚t ¯p`a˚rffl ˜l´affl ˚r`é´cˇu˚r˚r`e›n`c´e, ¯sfi`o˘i˚t `d˚i˚r`e´cˇt´e›m`e›n˚t (`a‹vfle´c ˜l´e ”m`ê›m`e ˚r`éṡfi˚u˜lˇt´a˚t) : ˜l´affl
˜bˆa¯sfi`e `d`e ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`e ¯sfi˚u˚rffl X `eṡfi˚t ˜l´affl ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e `d`e U1 × . . . Un `o˘uffl `c‚h`a`qfi˚u`e Ui `eṡfi˚t
`o˘u‹vfleˇr˚t `d`a‹n¯s Xi. S̊iffl Xi ¯sfi`o“n˚t ”m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`eṡ, ˜l´affl ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`e `eṡfi˚t `d`o“n‹n`é´e ¯p`a˚rffl ˜l´affl
`d˚i¯sfi˚t´a‹n`c´e

dX
(
x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)

)
= max{dXi

(xi, yi) : i = 1, . . . , n}.

O”nffl ¯sfi`a˚i˚t `c´eṗ`e›n`d`a‹n˚t `qfi˚u`e ˚t´o˘u˚t´eṡ ˜l´eṡ ”n`o˘r‹m`eṡ ¯sfi˚u˚rffl Rn ¯sfi`o“n˚t `é´qfi˚u˚i‹vˆa˜l´e›n˚t´eṡ, `a˜l´o˘r¯s
˜l´eṡ `d˚i¯sfi˚t´a‹n`c´eṡ

dpX
(
x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)

)
=
( n∑
i=1

dXi(xi, yi)p
)1/p

,

1 6 p <∞, ¯sfi`o“n˚t `é´qfi˚u˚i‹vˆa˜l´e›n˚t´eṡ `e›n˚tˇr`e `e¨l¨l´eṡ `eˇt `àffl dX .
L`affl ¯sfi˚i˚tˇu`a˚tˇi`o“nffl `eṡfi˚t ¯p˜lˇu¯s `c´o“m¯p˜lˇi`qfi˚u`é´e ¯sfi˚iffl `o“nffl `affl ˚u‹nffl ”n`o“m˜b˘r`e ˚i‹n˜fˇi‹n˚iffl `d`e ˜f´a`c-

˚t´eˇu˚r¯s (Xi)i∈I . S̊u˚rffl X =
∏
i∈I Xi, `o“nffl ¯p`eˇu˚t `d`é¨fˇi‹n˚i˚rffl ”m`ê›m`e `d`eˇu‹x ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`eṡ,

`qfi˚u˚iffl `c´o˘ï‹n`cˇi`d`e›n˚t `d`a‹n¯s ˜l´e `c´a¯s `dffl’˚u‹nffl ¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t ˜fˇi‹n˚iffl : ˜l´affl ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`e ¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t (˜l´e
`c‚h`o˘i‹x ¯p˚r˚i‹n`cˇi¯p`a˜l) `eˇt ˜l´affl «t´op̧`o˝l´oˆgˇi`e `d`eṡ ˜bˆo˘î˚t´eṡ» `qfi˚uffl’`o“nffl ”n`e ”vˆaffl `qfi˚u`e ”m`e›n˚tˇi`o“n‹n`eˇrffl.

M`a˚i¯s `a‹vˆa‹n˚t `d˚i¯sfi`cˇu˚t´o“n¯s ˚u‹nffl ¯p`eˇuffl ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e X. I˜l `c´o“n¯sfi˚i¯sfi˚t´e `d`eṡ `é¨l´é›m`e›n˚tṡ
(xi)i∈I `o˘ùffl xi ∈ Xi ¯p`o˘u˚rffl `c‚h`a`qfi˚u`e i ; `o“nffl ¯p`eˇu˚t `d˚i˚r`e `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl `qfi˚uffl’˚i˜lṡ ¯sfi`o“n˚t `d`eṡ
˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s x : I → ∪iXi ˚t´e¨l¨l´eṡ `qfi˚u`e x(i) ∈ Xi ¯p`o˘u˚rffl `c‚h`a`qfi˚u`e i. P̀a˚rffl `e›x´e›m¯p˜l´e,
RN `eṡfi˚t ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `d`eṡ ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s f : N→ R, `c’`eṡfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e, `d`eṡ ¯sfi˚u˚i˚t´eṡ ˚r`é´e¨l¨l´eṡ.
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O”nffl `c´o“n¯sfi˚i`d`èˇr`e `e›n¯sfi˚u˚i˚t´e ˜l´eṡ `e›n¯sfi`e›m˜b˝l´eṡ ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚tṡ. P̀o˘u˚rffl J ⊂ I ˜fˇi‹n˚iffl `eˇt
Ui ∈ τi, i ∈ J , `o“nffl ¯p`oşfi`e

WJ,(Ui)i∈J
= {x ∈ X : ∀i ∈ J xi ∈ Ui}.

P̀a˚rffl `e›x´e›m¯p˜l´e, ¯sfi˚iffl Xi = R `eˇt Ui = B(ti, ε), `o“nffl `affl W = {x ∈ RI : ∀i ∈

J |xi − ti| < ε}. C`eṡ `e›n¯sfi`e›m˜b˝l´eṡ ¯sfi`e `d`é´cˇr˚i‹vfle›n˚t `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl `a˚u˚tˇr`e›m`e›n˚t :

WJ,(Ui)i∈J
=
∏
i∈I

Ui : ∀i ∈ I \ J Ui = Xi.

D`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl 1.3.2. S̀o˘i˚t ((Xi, τi)
)
i∈I ˚u‹n`e ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e `dffl’`eṡfi¯p`a`c´eṡ ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`qfi˚u`eṡ.

L`affl ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`e ¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t ¯sfi˚u˚rffl ˜l´eˇu˚rffl ¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t X =
∏
i∈I Xi `eṡfi˚t `d`é¨fˇi‹n˚i`e ¯p`a˚rffl ˜l´affl

˜bˆa¯sfi`e ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t´e :

B =
{
WJ,(Ui)i∈J

: J ⊂ I ˜fˇi‹n˚iffl, ∀i ∈ J Ui ∈ τi, ∀i ∈ I \ J Ui = Xi

}
.

O”nffl ”vfléˇr˚i˜fˇi`e `qfi˚u`e B `eṡfi˚t ˜b˘i`e›nffl ¯sfi˚t´a˜b˝l´e ¯sfi`o˘u¯s ˜l´eṡ ˚i‹n˚t´eˇr¯sfi`e´cˇtˇi`o“n¯s ˜fˇi‹n˚i`eṡ.
D`a‹n¯s ˜l´e `c´a¯s `o˘ùffl I `eṡfi˚t ˜fˇi‹n˚iffl, `c´eˇtˇt´e ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`e `c´o˘ï‹n`cˇi`d`e `é›v˘i`d`e›m‹m`e›n˚t `a‹vfle´c

`c´e¨l¨l´e `d`é¨fˇi‹n˚i`e `a‹vˆa‹n˚t.

E”x´e›m¯p˜l´e 1.3.3. S̀o˘i˚t I = [0, 1] `eˇt E = RI . E”nffl ˚u˚tˇi˜lˇi¯sfi`a‹n˚t `d`eṡ ”n`o˘t´a˚tˇi`o“n¯s
˚u‹nffl ¯p`eˇuffl `d˚i˜f¨f´éˇr`e›n˚t´eṡ, ¯p`o˘u˚rffl `c‚h`a`qfi˚u`e f ∈ E `eˇt ε > 0, t1, . . . , tn ∈ I ”n`o˘u¯s
`a‹vˆo“n¯s `d`eṡ ”vˆo˘i¯sfi˚i‹n`a`g´eṡ `o˘u‹vfleˇr˚tṡ

Wε,t1,...,tn(f) = {g ∈ E : |f(tk)− g(tk)| < ε}

= {g ∈ E : ∀t ∈ J = {t1, . . . , tn} g(t) ∈ B
(
f(t), ε

)
}.

C`e ¯sfi`o“n˚t `d`eṡ `é¨l´é›m`e›n˚tṡ `d`e B, `eˇt `c‚h`a`qfi˚u`e `o˘u‹vfleˇr˚t `d`e B `e›nffl `c´o“n˚tˇi`e›n˚t ˚u‹nffl `d`e `c´e
˚t›yṗ`e `a˚u˚t´o˘u˚rffl `d`e `c‚h`a`qfi˚u`e ¯sfi`o“nffl ¯p`o˘i‹n˚t f . C`eṡ `o˘u‹vfleˇr˚tṡ ¯sfi`o“n˚t `a˜l´o˘r¯s ˚u‹n`e `a˚u˚tˇr`e
˜bˆa¯sfi`e `d`e ˜l´affl ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`e ¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t.

S̊u˚rffl C(I) ⊂ RI , ˜l´affl ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`e ˚i‹n`d˚u˚i˚t´e `eṡfi˚t `e›x´a`cˇt´e›m`e›n˚t ˜l´affl ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`e `d`e ˜l´affl
`c´o“n‹vfleˇr`g´e›n`c´e ¯sfi˚i‹m¯p˜l´e : ”n`o˘u¯s ˚r`eˇtˇr`o˘u‹vˆo“n¯s ˜l´eṡ ”m`ê›m`eṡ ”vˆo˘i¯sfi˚i‹n`a`g´eṡ `d`e ˜bˆa¯sfi`e.

C`eˇtˇt´e `c´o“n¯sfi˚tˇr˚u`cˇtˇi`o“nffl `eṡfi˚t ¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˝l´e `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl ¯sfi˚u˚rffl ˚t´o˘u˚t `eṡfi¯p`a`c´e ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`qfi˚u`e I.

E”x´e›m¯p˜l´e 1.3.4. D`a‹n¯s RN `a‹vfle´c ˜l´affl ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`e ¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t, ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e ]0, 1[×RN∗

`eṡfi˚t `o˘u‹vfleˇr˚t ; `c’`eṡfi˚t ˚u‹nffl ”vˆo˘i¯sfi˚i‹n`a`g´e `o˘u‹vfleˇr˚t `d`e ˚t´o˘u˚t ¯p`o˘i‹n˚t x = (xn) ˚t´e¨l `qfi˚u`e
x0 ∈]0, 1[. L’`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e

]0, 1[N= {x = (xn) ∈ RN : ∀n xn ∈]0, 1[}

”nffl’`eṡfi˚t ¯p`a¯s `o˘u‹vfleˇr˚t : ˚i˜l ”n`e `c´o“n˚tˇi`e›n˚t `a˚u`cˇu‹nffl `o˘u‹vfleˇr˚t `d`e ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e B. (O”nffl ¯p`eˇu˚t
”n`o˘t´eˇrffl `qfi˚u`e ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t W ∈ B `o“nffl `affl supx∈W,n∈N |xn| =∞.)
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L`affl ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`e `d`eṡ ˜bˆo˘î˚t´eṡ `affl ¯p`o˘u˚rffl ˜bˆa¯sfi`e ˜l´eṡ ¯p˚r`oˆd˚u˚i˚tṡ `dffl’`o˘u‹vfleˇr˚tṡ ∏i∈I Ui

¯sfi`a‹n¯s `c´o“n`d˚i˚tˇi`o“n¯s ¯sfi˚u˚rffl Ui, ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e ]0, 1[N `eṡfi˚t `d`o“n`c `o˘u‹vfleˇr˚t `d`a‹n¯s `c´eˇtˇt´e
˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`e.

L`affl ˚r`a˚i¯sfi`o“nffl ¯p˚r˚i‹n`cˇi¯p`a˜l´e ¯p`o˘u˚rffl ¯p˚r`é¨f´éˇr`eˇrffl ˜l´affl ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`e ¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t `eṡfi˚t `qfi˚uffl’`a‹vfle´c,
˜l´e ¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t `dffl’˚u‹n`e ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e `d`e `c´o“m¯p`a`cˇtṡ `eṡfi˚t `c´o“m¯p`a`cˇt, `c’`eṡfi˚t ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e `d`e
T”y´c‚h`o“n`o˝f¨f.

P̀o˘u˚rffl ˜l´e ”m`o“m`e›n˚t, ”n`o˘u¯s `d`é›m`o“n˚tˇr`o“n¯s ¯sfi`eˇu˜l´e›m`e›n˚t `d`eˇu‹x ¯p˚r`op̧˚r˚i`éˇt´éṡ :

P̊r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl 1.3.5. S̀o˘i˚t ((Xi, τi)
)
i∈I ˚u‹n`e ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e `dffl’`eṡfi¯p`a`c´eṡ ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`qfi˚u`eṡ

”n`o“nffl-”v˘i`d`eṡ `eˇt X ˜l´eˇu˚rffl ¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t (`a‹vfle´c ˜l´affl ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`e ¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t). A˜l´o˘r¯s :
? L`eṡ `a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“n¯s pi : (xj)j∈I 7→ xi ¯sfi`o“n˚t `c´o“n˚tˇi‹n˚u`eṡ `eˇt `o˘u‹vfleˇr˚t´eṡ ¯p`o˘u˚rffl
˚t´o˘u˚t i ∈ I.

? X `eṡfi˚t ¯sfi`éṗ`a˚r`é ¯sfi˚iffl `eˇt ¯sfi`eˇu˜l´e›m`e›n˚t ¯sfi˚iffl `c‚h`a`qfi˚u`e Xi `eṡfi˚t ¯sfi`éṗ`a˚r`é.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. (1) L`affl ¯p˚r`eˇu‹vfle `eṡfi˚t `e›x´a`cˇt´e›m`e›n˚t ˜l´affl ”m`ê›m`e `qfi˚u`e `d`a‹n¯s ˜l´e `c´a¯s
`d`e `d`eˇu‹x ˜f´a`cˇt´eˇu˚r¯s : ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t Ui ∈ τi `o“nffl `affl p−1

i (Ui) =
∏
j∈J Vj `o˘ùffl Vi = Ui

`eˇt Vj = Xj ¯sfi˚iffl j 6= i. C`eˇt `e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `eṡfi˚t `o˘u‹vfleˇr˚t, `d`o“n`c pi `eṡfi˚t `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e. O”nffl
”m`o“n˚tˇr`e ¯sfi˚u˚rffl ˜l´eṡ ”m`ê›m`eṡ ˜lˇi`g›n`eṡ `qfi˚uffl’`e¨l¨l´e `eṡfi˚t `o˘u‹vfleˇr˚t´e.

(˜fˇi‹nffl `d˚uffl `c´o˘u˚r¯s 3)
(2) S̊u¯p¯p`oşfi`o“n¯s `qfi˚u`e X `eṡfi˚t ¯sfi`éṗ`a˚r`é. S̀o˘i˚t j ∈ I `eˇt xj , yj ∈ Xj `d˚i¯sfi˚tˇi‹n`cˇtṡ.

P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t i 6= j, `o“nffl `c‚h`o˘i¯sfi˚i˚t xi ∈ Xi `qfi˚u`e¨l´c´o“n`qfi˚u`e ; `o“nffl ¯p`oşfi`e yi = xi ¯p`o˘u˚rffl
˚t´o˘u˚t i 6= j. L`eṡ ¯p`o˘i‹n˚tṡ x = (xi) `eˇt y = (yi) ¯sfi`o“n˚t `d˚i¯sfi˚tˇi‹n`cˇtṡ `d`a‹n¯s X , ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e
`a˜l´o˘r¯s `d`eˇu‹x `o˘u‹vfleˇr˚tṡ U, V `d`e X ˚t´e¨lṡ `qfi˚u`e x ∈ U , y ∈ V `eˇt U ∩ V = ∅. O”nffl
¯p`eˇu˚t ¯sfi˚u¯p¯p`oşfi`eˇrffl `qfi˚u`e ¯sfi`e ¯sfi`o“n˚t `d`eṡ `o˘u‹vfleˇr˚tṡ `d`e ˜bˆa¯sfi`e, U =

∏
Ui `eˇt V =

∏
Vi.

O”nffl `affl xj = pj(x) ∈ pj(U) = Uj `eˇt yj = pj(y) ∈ pj(V ) = Vj ; `c´e ¯sfi`o“n˚t `d`eṡ
`o˘u‹vfleˇr˚tṡ `d`e Xj . S̊u¯p¯p`oşfi`o“n¯s ¯p`a˚rffl ˜l„`a˜bşfi˚u˚r`d`e `qfi˚uffl’˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e z ∈ Uj ∩ Vj . E”nffl
¯p`oşfi`a‹n˚t zi = xi ¯p`o˘u˚rffl i 6= j, `o“nffl `o˝b˘tˇi`e›n`d˚r`a˚i˚t `a˜l´o˘r¯s z = (zi) ∈ U ∩ V , `c´e `qfi˚u˚iffl
`eṡfi˚t ˚i‹m¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˝l´e. L’˚i‹n˚t´eˇr¯sfi`e´cˇtˇi`o“nffl Uj ∩ Vj `eṡfi˚t `d`o“n`c ”v˘i`d`e, `eˇt `o“nffl `affl ”m`o“n˚tˇr`é
`qfi˚u`e Xj `eṡfi˚t ¯sfi`éṗ`a˚r`é.

R`é´cˇi¯p˚r`oˆqfi˚u`e›m`e›n˚t, ¯sfi`o˘i˚t `c‚h`a`qfi˚u`e Xj ¯sfi`éṗ`a˚r`é. S̊iffl x = (xi) `eˇt y = (yi) ¯sfi`o“n˚t
`d`eˇu‹x ¯p`o˘i‹n˚tṡ `d`e X `d˚i¯sfi˚tˇi‹n`cˇtṡ, `a˜l´o˘r¯s ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e j ∈ I ˚t´e¨l `qfi˚u`e xj 6= yj . O”nffl
¯p`eˇu˚t `c‚h`o˘i¯sfi˚i˚rffl Uj , Vj ∈ τj ˚t´e¨lṡ `qfi˚u`e Uj ∩ Vj = ∅ `eˇt xj ∈ Uj , yj ∈ Vj . E”nffl
¯p`oşfi`a‹n˚t Ui = Vi = Xi ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t i 6= j, `o“nffl `o˝b˘tˇi`e›n˚t `d`eˇu‹x `o˘u‹vfleˇr˚tṡ U =

∏
Ui

`eˇt V =
∏
Vi `àffl ˜l„˚i‹n˚t´eˇr¯sfi`e´cˇtˇi`o“nffl ”v˘i`d`e ˚t´e¨lṡ `qfi˚u`e x ∈ U `eˇt y ∈ V .
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1.4 C`o“m¯p`a`cˇi˚t´é
D`a‹n¯s ˜l´e `c´o˘u˚r¯s `d`eṡ `eṡfi¯p`a`c´eṡ ”m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`eṡ, `o“nffl `d`é›m`o“n˚tˇr`e ˜l„`é´qfi˚u˚i‹vˆa˜l´e›n`c´e `d`e

`d`eˇu‹x `d`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“n¯s `dffl’˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e `c´o“m¯p`a`cˇt. L`affl ¯p˚r`e›m˚i`èˇr`e `eṡfi˚t ¯sfi¯p`é´cˇi˜fˇi`qfi˚u`e›m`e›n˚t
”m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e :

D`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl 1.4.1 (`c´a¯s ”m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e). S̀o˘i˚t X ˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e ”m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e. O”nffl `d˚i˚t
`qfi˚u`e X `eṡfi˚t `c´o“m¯p`a`cˇt ¯sfi˚iffl ˚t´o˘u˚t´e ¯sfi˚u˚i˚t´e (xn) ⊂ X `a`d‹m`eˇt ˚u‹n`e ¯sfi`o˘u¯s-¯sfi˚u˚i˚t´e `c´o“n‹vfleˇrffl-
`g´e›n˚t´e.

L`affl `d`eˇu‹xˇi`è›m`e `eṡfi˚t `g´é›n`éˇr`a˜l´e `eˇt `d`e›v˘i`e›n˚t ˜l´affl ¯p˚r˚i‹n`cˇi¯p`a˜l´e ¯p`o˘u˚rffl ”n`o˘u¯s :

D`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl 1.4.2. S̀o˘i˚t X ˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`qfi˚u`e. X `eṡfi˚t `d˚i˚t `c´o“m¯p`a`cˇt
¯s’˚i˜l `eṡfi˚t ¯sfi`éṗ`a˚r`é `eˇt ¯sfi˚iffl ˚t´o˘u˚t ˚r`e´c´o˘u‹v˘r`e›m`e›n˚t `o˘u‹vfleˇr˚t `d`e X `a`d‹m`eˇt ˚u‹nffl ¯sfi`o˘u¯s-
˚r`e´c´o˘u‹v˘r`e›m`e›n˚t ˜fˇi‹n˚iffl. A˚u˚tˇr`e›m`e›n˚t `d˚i˚t, ¯sfi˚iffl (Ui)i∈I ¯sfi`o“n˚t `d`eṡ `o˘u‹vfleˇr˚tṡ `eˇt X ⊂
∪i∈IUi, `a˜l´o˘r¯s ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e J = {i1, . . . , in} ⊂ I ˜fˇi‹n˚iffl ˚t´e¨l `qfi˚u`e X ⊂ ∪nk=1Uik .

U”n`e ¯p`a˚r˚tˇi`e A ⊂ X `eṡfi˚t `d˚i˚t´e `c´o“m¯p`a`cˇt´e ¯sfi˚iffl `e¨l¨l´e `eṡfi˚t `c´o“m¯p`a`cˇt´e `d`a‹n¯s ˜l´affl
˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`e ˚i‹n`d˚u˚i˚t´e.

A˚tˇt´e›n˚tˇi`o“nffl, `e›nffl `g´é›n`éˇr`a˜l `a˚u`cˇu‹n`e `d`e `c´eṡ `d`eˇu‹x `d`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“n¯s ”nffl’˚i‹m¯p˜lˇi`qfi˚u`e
˜l„`a˚u˚tˇr`e !

A”n`g¨l´a˚i¯s : `affl `c´o“m¯p`a`cˇt ¯sfi¯p`a`c´e ˚i¯s ”n`o˘t ”n`e´c´eṡfi¯sfi`a˚r˚i˜l›y H`a˚u¯sfi`d`o˘r˜f¨f. L’˛h‹yṗ`o˘t‚h`èṡfi`e
`d`e ¯sfi`éṗ`a˚r`a˚tˇi`o“nffl `eṡfi˚t ˚u‹n`e ˚tˇr`a`d˚i˚tˇi`o“nffl ˜fˇr`a‹n`ç´a˚i¯sfi`e.

E”x´e›m¯p˜l´e 1.4.3. ? D`a‹n¯s Rn, ˜l´eṡ ¯p`a˚r˚tˇi`eṡ `c´o“m¯p`a`cˇt´eṡ ¯sfi`o“n˚t ˜l´eṡ ¯p`a˚rffl-
˚tˇi`eṡ ˜f´eˇr‹m`é´eṡ `eˇt ˜bˆo˘r‹n`é´eṡ.

? D`a‹n¯s ˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e `d`e B`a‹n`a`c‚hffl `d`e `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl ˚i‹n˜fˇi‹n˚i`e, ˜l´affl ˜bˆo˘u˜l´e ˚u‹n˚i˚t´é
”nffl’`eṡfi˚t ¯p`a¯s `c´o“m¯p`a`cˇt´e (`c´o˘u˚r¯s `dffl’`eṡfi¯p`a`c´eṡ ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n‹n`e¨lṡ).

? T`o˘u˚t `e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e ˜fˇi‹n˚iffl ¯sfi`éṗ`a˚r`é (`a˜l´o˘r¯s `d˚i¯sfi`cˇr`eˇt) `eṡfi˚t `c´o“m¯p`a`cˇt.

U”nffl `e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e ”n`o“nffl ”m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e `c´o“m¯p`a`cˇt : [0, 1]R (`àffl ”vfle›n˚i˚rffl) ; ˜l´affl ˜bˆo˘u˜l´e ˚u‹n˚i˚t´é
`d`a‹n¯s ˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e `d˚u`a˜l `d`e B`a‹n`a`c‚hffl `e›nffl ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`e ˜f´a˚i˜b˝l´e (`a¯p¯p`a˚r`a˚î˚t `dffl’˛h`a˜b˘i˚tˇu`d`e
`d`a‹n¯s ˜l´e `c´o˘u˚r¯s `d˚uffl S9 `d˚uffl M2 ˚r`e´c‚h`eˇr`c‚h`e).

E”nffl ¯p`a¯sfi¯sfi`a‹n˚t `a˚u‹x `c´o“m¯p˜l´é›m`e›n˚tṡ, `o“nffl `o˝b˘tˇi`e›n˚t ˚u‹n`e `d`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl `é´qfi˚u˚i‹vˆaffl-
˜l´e›n˚t´e :

P̊r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl 1.4.4. S̀o˘i˚t X ˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`qfi˚u`e ¯sfi`éṗ`a˚r`é. A˜l´o˘r¯s X

`eṡfi˚t `c´o“m¯p`a`cˇt ¯sfi¯sfi˚iffl ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t´e ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e `d`e ˜f´eˇr‹m`éṡ F = {Fi}i∈I `d`o“n˚t ˚t´o˘u˚t´e
¯p`a˚r˚tˇi`e ˜fˇi‹n˚i`e `affl ˜l„˚i‹n˚t´eˇr¯sfi`e´cˇtˇi`o“nffl ”n`o“nffl-”v˘i`d`e, ˜l„˚i‹n˚t´eˇr¯sfi`e´cˇtˇi`o“nffl `d`e ˜l´affl ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e `e›n˚tˇi`èˇr`e
∩i∈IFi `eṡfi˚t ”n`o“nffl-”v˘i`d`e.
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D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. S̀o˘i˚t X `c´o“m¯p`a`cˇt. P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t i ∈ I , `o“nffl ¯p`oşfi`e Ui = X \ Fi.
S̊iffl ¯p`a˚rffl ˜l„`a˜bşfi˚u˚r`d`e ∩i∈IFi = ∅, `o“nffl `a˚u˚r`a˚i˚t ∪i∈IUi = X. P̀a˚rffl ˜l´affl `c´o“m¯p`a`cˇi˚t´é,
`o“nffl ¯p`o˘u˚r˚r`a˚i˚t `c‚h`o˘i¯sfi˚i˚rffl ˚u‹nffl ¯sfi`o˘u¯s-˚r`e´c´o˘u‹v˘r`e›m`e›n˚t ˜fˇi‹n˚iffl : i1, . . . , in ∈ I ˚t´e¨lṡ `qfi˚u`e
X = ∪nk=1Uik . M`a˚i¯s `a˜l´o˘r¯s ∩nk=1Fik = ∅, `c´e `qfi˚u˚iffl ”nffl’`eṡfi˚t ¯p`a¯s ¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˝l´e ¯p`a˚rffl
˜l„˛h‹yṗ`o˘t‚h`èṡfi`e.

L`affl ˚r`é´cˇi¯p˚r`oˆqfi˚u`e `eṡfi˚t ˜l´e ”m`ê›m`e ˚r`a˚i¯sfi`o“n‹n`e›m`e›n˚t ”m`e›n`é `d`a‹n¯s ˜l´e ¯sfi`e›n¯s ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi`e.

S̊iffl X ”nffl’`eṡfi˚t ¯p`a¯s ”m`éˇtˇr˚i¯sfi`a˜b˝l´e, `affl ¯p˚r˚i`o˘r˚iffl `o“nffl ”n`e ¯p`eˇu˚t ¯p`a¯s `e›xˇtˇr`a˚i˚r`e `d`e ˚t´o˘u˚t´e
¯sfi˚u˚i˚t´e ˚u‹n`e ¯sfi`o˘u¯s-¯sfi˚u˚i˚t´e `c´o“n‹vfleˇr`g´e›n˚t´e. M`a˚i¯s `o“nffl ¯p`eˇu˚t ”m`o“n˚tˇr`eˇrffl ˜l´e ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t :
P̊r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl 1.4.5. S̊iffl X `eṡfi˚t ˚u‹nffl `c´o“m¯p`a`cˇt, `a˜l´o˘r¯s ˚t´o˘u˚t´e ¯p`a˚r˚tˇi`e ˚i‹n˜fˇi‹n˚i`e
A ⊂ X `a`d‹m`eˇt ˚u‹nffl ¯p`o˘i‹n˚t `dffl’`a`c´cˇu‹m˚u˜l´a˚tˇi`o“nffl : ˚u‹nffl ¯p`o˘i‹n˚t p ∈ X ˚t´e¨l `qfi˚u`e ˚t´o˘u˚t
”vˆo˘i¯sfi˚i‹n`a`g´e V ∈ V(p) `affl ˜l„˚i‹n˚t´eˇr¯sfi`e´cˇtˇi`o“nffl ˚i‹n˜fˇi‹n˚i`e `a‹vfle´c A.
D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. S̊u¯p¯p`oşfi`o“n¯s ˜l´e `c´o“n˚tˇr`a˚i˚r`e : `qfi˚u`e ˚t´o˘u˚t ¯p`o˘i‹n˚t p ∈ X `a`d‹m`eˇt
˚u‹nffl ”vˆo˘i¯sfi˚i‹n`a`g´e Vp `qfi˚u˚iffl `affl ˜l„˚i‹n˚t´eˇr¯sfi`e´cˇtˇi`o“nffl ˜fˇi‹n˚i`e `a‹vfle´c A. O”nffl ¯p`eˇu˚t ¯sfi˚u¯p¯p`oşfi`eˇrffl
`qfi˚u`e Vp `eṡfi˚t `o˘u‹vfleˇr˚t (`qfi˚u˚i˚tˇt´e `àffl ˜l´e `d˚i‹m˚i‹n˚u`eˇrffl). L`affl ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e {Vp : p ∈ X} `eṡfi˚t ˚u‹nffl
˚r`e´c´o˘u‹v˘r`e›m`e›n˚t `o˘u‹vfleˇr˚t `d`e X ; `o“nffl ¯p`eˇu˚t `e›nffl `c‚h`o˘i¯sfi˚i˚rffl ˚u‹nffl ¯sfi`o˘u¯s-˚r`e´c´o˘u‹v˘r`e›m`e›n˚t
˜fˇi‹n˚iffl {Vpk

: k = 1, . . . , n}. M`a˚i¯s `a˜l´o˘r¯s A ⊂ ∪nk=1(A ∩ Vpk
) `eṡfi˚t ˜fˇi‹n˚iffl, `c´e `qfi˚u˚iffl

`eṡfi˚t ˚u‹n`e `c´o“n˚tˇr`a`d˚i`cˇtˇi`o“nffl.

I˜l ”nffl’”y `affl ¯p`a¯s `dffl’˚i‹m¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ˚r`é´cˇi¯p˚r`oˆqfi˚u`e.

1.4.1 L`e ˜lˇi`e›nffl `e›n˚tˇr`e ˜l´eṡ `c´o“m¯p`a`cˇtṡ `eˇt ˜l´eṡ ˜f´eˇr‹m`éṡ
P̊r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl 1.4.6. S̀o˘i˚t X ˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`qfi˚u`e ¯sfi`éṗ`a˚r`é.

1. S̊iffl A ⊂ X `eṡfi˚t `c´o“m¯p`a`cˇt´e, `a˜l´o˘r¯s A `eṡfi˚t ˜f´eˇr‹m`é´e.
2. S̊iffl A `eṡfi˚t `c´o“m¯p`a`cˇt´e `eˇt B ⊂ A `eṡfi˚t ˜f´eˇr‹m`é´e, `a˜l´o˘r¯s B `eṡfi˚t `c´o“m¯p`a`cˇt´e.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. (1) S̀o˘i˚t A `c´o“m¯p`a`cˇt´e `eˇt p ∈ X \A. C`o“m‹m`e X `eṡfi˚t ¯sfi`éṗ`a˚r`é,
¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t a ∈ A ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e ˚u‹nffl `o˘u‹vfleˇr˚t Ua ∈ V(a) `qfi˚u˚iffl ”n`e `c´o“n˚tˇi`e›n˚t ¯p`a¯s p,
`eˇt ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e ˚u‹nffl `o˘u‹vfleˇr˚t Va ∈ V(p) `qfi˚u˚iffl ”nffl’˚i‹n˚t´eˇr¯sfi`e´cˇt´e ¯p`a¯s Ua. L`affl ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e
U = {Ua : a ∈ A} `eṡfi˚t ˚u‹nffl ˚r`e´c´o˘u‹v˘r`e›m`e›n˚t `o˘u‹vfleˇr˚t `d`e A. P̀a˚rffl `c´o“m¯p`a`cˇi˚t´é, `o“nffl
¯p`eˇu˚t `e›nffl `e›xˇtˇr`a˚i˚r`e ˚u‹nffl ¯sfi`o˘u¯s-˚r`e´c´o˘u‹v˘r`e›m`e›n˚t ˜fˇi‹n˚iffl {Ua1 , . . . , Uan}. M`a˚i¯s `d`a‹n¯s
`c´e `c´a¯s

p ∈ ∩nk=1Vak
⊂ X \ ∪nk=1Uak

⊂ X \A;

˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e X \A `eṡfi˚t `d`o“n`c `o˘u‹vfleˇr˚t `eˇt A ˜f´eˇr‹m`é.
(2) S̀o˘i˚t A `c´o“m¯p`a`cˇt´e `eˇt B \ A ˜f´eˇr‹m`é´e (`d`a‹n¯s A `o˘uffl `d`a‹n¯s X , `c’`eṡfi˚t

`é´qfi˚u˚i‹vˆa˜l´e›n˚t ¯p`a˚rffl ˜l´affl ¯p`a˚r˚tˇi`e (1)). S̊iffl (Ui)i∈I `eṡfi˚t ˚u‹nffl ˚r`e´c´o˘u‹v˘r`e›m`e›n˚t `o˘u‹vfleˇr˚t
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`d`e B (¯p`a˚rffl `d`eṡ `o˘u‹vfleˇr˚tṡ ˚r`e¨l´a˚tˇi˜fṡ), `a˜l´o˘r¯s ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e `d`eṡ `o˘u‹vfleˇr˚tṡ Vi `d`e A ˚t´e¨lṡ
`qfi˚u`e Vi ∩B = Ui ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t i ; ¯p`a˚rffl ˜l„˛h‹yṗ`o˘t‚h`èṡfi`e, A \B `eṡfi˚t `o˘u‹vfleˇr˚t, `a˜l´o˘r¯s

A ⊂ ∪i∈IVi ∪ (A \B).

O”nffl ¯p`eˇu˚t `e›nffl `c‚h`o˘i¯sfi˚i˚rffl ˚u‹nffl ¯sfi`o˘u¯s-˚r`e´c´o˘u‹v˘r`e›m`e›n˚t ˜fˇi‹n˚iffl `d`e A. M`a˚i¯s `e›nffl ˚i‹n˚t´eˇr¯sfi`e´c-
˚tˇi`o“nffl `a‹vfle´c B, `c´e ¯sfi`o˘u¯s-˚r`e´c´o˘u‹v˘r`e›m`e›n˚t `d`o“n‹n`eˇr`affl ˚u‹n˚i`qfi˚u`e›m`e›n˚t ˚u‹nffl ”n`o“m˜b˘r`e ˜fˇi‹n˚iffl
`d`e Ui `c´a˚rffl (A\B)∩B = ∅. O”nffl ¯p`eˇu˚t `a˜l´o˘r¯s `e›xˇtˇr`a˚i˚r`e ˚u‹nffl ¯sfi`o˘u¯s-˚r`e´c´o˘u‹v˘r`e›m`e›n˚t
˜fˇi‹n˚iffl `d`e (Ui), `c´e `qfi˚u˚iffl ”m`o“n˚tˇr`e `qfi˚u`e B `eṡfi˚t `c´o“m¯p`a`cˇt.

E”x´e›m¯p˜l´e 1.4.7. L’`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `d`e C`a‹n˚t´o˘rffl C `eṡfi˚t `c´o“m¯p`a`cˇt.

T‚h`é´o˘r`è›m`e 1.4.8. L’˚i‹m`a`g´e `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e `dffl’˚u‹nffl `c´o“m¯p`a`cˇt `eṡfi˚t `c´o“m¯p`a`cˇt´e, `àffl
`c´o“n`d˚i˚tˇi`o“nffl `dffl’`êˇtˇr`e ¯sfi`éṗ`a˚r`é´e.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. S̀o˘i˚t X,Y `d`eṡ `eṡfi¯p`a`c´eṡ ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`qfi˚u`eṡ ¯sfi`éṗ`a˚r`éṡ `eˇt f : X → Y

`c´o“n˚tˇi‹n˚u`e. O”nffl ¯p`eˇu˚t ¯sfi˚u¯p¯p`oşfi`eˇrffl `qfi˚u`e f(X) = Y . S̀o˘i˚t (Ui)i∈I ˚u‹nffl ˚r`e´c´o˘u‹v˘r`e-
”m`e›n˚t `o˘u‹vfleˇr˚t `d`e Y . L`eṡ ¯p`a˚r˚tˇi`eṡ Vi = f−1(Ui) ¯sfi`o“n˚t `o˘u‹vfleˇr˚t´eṡ `eˇt ˚r`e´c´o˘u‹v˘r`e›n˚t
X ; `o“nffl ¯p`eˇu˚t `a˜l´o˘r¯s `e›nffl `c‚h`o˘i¯sfi˚i˚rffl ˚u‹nffl ¯sfi`o˘u¯s-˚r`e´c´o˘u‹v˘r`e›m`e›n˚t ˜fˇi‹n˚iffl VI1 , . . . , Vin .
L`eṡ `e›n¯sfi`e›m˜b˝l´eṡ (Uik )nk=1 ¯sfi`eˇr`o“n˚t `a˜l´o˘r¯s ˚u‹nffl ˚r`e´c´o˘u‹v˘r`e›m`e›n˚t ˜fˇi‹n˚iffl `d`e Y .

E”x´e›m¯p˜l´e 1.4.9. S̊iffl ϕ : [a, b]→ C `eṡfi˚t ˚u‹n`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e, `a˜l´o˘r¯s ˜l´affl
`c´o˘u˚r˜bfle ϕ([a, b]) `eṡfi˚t `c´o“m¯p`a`cˇt´e. C`e ˜f´a˚i˚t ¯sfi`eˇr`affl ˚u˚tˇi˜lˇi¯sfi`é `e›nffl `a‹n`a˜l›yṡfi`e `c´o“m¯p˜l´e›x´e.

F̀a˚i˚t : ˚t´o˘u˚t `eṡfi¯p`a`c´e ”m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e `c´o“m¯p`a`cˇt `eṡfi˚t ˜l„˚i‹m`a`g´e `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e `d`e C. (DM ?)
(˜fˇi‹nffl `d˚uffl `c´o˘u˚r¯s 4)

T‚h`é´o˘r`è›m`e 1.4.10. S̊iffl X `eṡfi˚t `c´o“m¯p`a`cˇt, Y ¯sfi`éṗ`a˚r`é `eˇt f : X → Y ˚u‹n`e
˜b˘i¯j´e´cˇtˇi`o“nffl `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e, `a˜l´o˘r¯s f `eṡfi˚t ˚u‹nffl ˛h`o“m`é´o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. P̀a˚rffl ˜l´e ¯p˚r`é´c´é´d`e›n˚t, Y `eṡfi˚t `c´o“m¯p`a`cˇt. C`o“m‹m`e f `eṡfi˚t ˚u‹n`e
˜b˘i¯j´e´cˇtˇi`o“nffl, ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e ˜l´affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi`e f−1. P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t `o˘u‹vfleˇr˚t U ⊂

X , ¯sfi`o“nffl `c´o“m¯p˜l´é›m`e›n˚t F = X \ U `eṡfi˚t ˜f´eˇr‹m`é `d`a‹n¯s ˚u‹nffl `c´o“m¯p`a`cˇt, `d`o“n`c
`c´o“m¯p`a`cˇt. L’˚i‹m`a`g´e (f−1)−1(F ) = f(F ) `eṡfi˚t `c´o“m¯p`a`cˇt, `d`o“n`c ˜f´eˇr‹m`é `d`a‹n¯s
Y . P̀a˚rffl `c´o“n¯sfi`é´qfi˚u`e›n`c´e, Y \ f(F ) `eṡfi˚t `o˘u‹vfleˇr˚t. M`a˚i¯s f `eṡfi˚t ˜b˘i¯j´e´cˇtˇi‹vfle, `d`o“n`c
Y \ f(F ) = f(X \ F ) = f(U) = (f−1)−1(U). C`e¨l´affl ”m`o“n˚tˇr`e `qfi˚u`e f−1 `eṡfi˚t
`c´o“n˚tˇi‹n˚u`e `eˇt f `eṡfi˚t ˜b˘i`e›nffl ˚u‹nffl ˛h`o“m`é´o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e.

[R`a¯p¯p`e¨l : C`e ”nffl’`eṡfi˚t ¯p`a¯s ˜l´e `c´a¯s `e›nffl `g´é›n`éˇr`a˜l ! E”x´e›m¯p˜l´e : t 7→ eit `d`e
[0, 2π[ `d`a‹n¯s T.]

U”nffl `c´a¯s ¯p`a˚r˚tˇi`cˇu˜lˇi`eˇrffl ˚i‹m¯p`o˘r˚t´a‹n˚t :
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C`o˘r`o˝l¨l´a˚i˚r`e 1.4.11. S̊iffl X `eṡfi˚t `c´o“m¯p`a`cˇt `eˇt τ ′ `eṡfi˚t ˚u‹n`e ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`e ¯sfi`éṗ`a˚r`é´e
¯p˜lˇu¯s ˜f´a˚i˜b˝l´e ¯sfi˚u˚rffl X (`c.`àffl.`dffl. τ ′ ⊂ τ ), `a˜l´o˘r¯s `e›nffl ˚r`é´a˜lˇi˚t´é τ ′ = τ .
D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. I˜l ¯sfi˚u˜f¨fˇi˚t `d`e `c´o“n¯sfi˚i`d`éˇr`eˇrffl ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ˚i`d`e›n˚tˇi˚t´é.

1.4.2 E”n¯sfi`e›m˜b˝l´eṡ ¯p˚r`é´c´o“m¯p`a`cˇtṡ
(Ǹo“nffl ˜f´a˚i˚t `e›nffl `c´o˘u˚r¯s, `c´o“n‹n˚uffl `d˚uffl `c´o˘u˚r¯s `dffl’`eṡfi¯p`a`c´eṡ ”m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`eṡ.)

D`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl 1.4.12. U”n`e ¯p`a˚r˚tˇi`e A ⊂ X `dffl’˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`qfi˚u`e ¯sfi`éṗ`a˚r`é
X `eṡfi˚t `d˚i˚t´e ˚r`e¨l´a˚tˇi‹vfle›m`e›n˚t `c´o“m¯p`a`cˇt´e ¯sfi˚iffl ¯sfi`o“nffl `a`d˛h`éˇr`e›n`c´e Ā `eṡfi˚t `c´o“m¯p`a`cˇt´e.
A”n`g¨l´a˚i¯s : `affl ˚r`e¨l´a˚tˇi‹vfle¨l›y `c´o“m¯p`a`cˇt ¯sfi`eˇt.
E”x´e›m¯p˜l´e 1.4.13. D`a‹n¯s Rn, ˚u‹n`e ¯p`a˚r˚tˇi`e `eṡfi˚t ¯p˚r`é´c´o“m¯p`a`cˇt´e ¯sfi¯sfi˚iffl `e¨l¨l´e `eṡfi˚t

˜bˆo˘r‹n`é´e.
U”n`e `d`eṡfi`cˇr˚i¯p˚tˇi`o“nffl `d`eṡ ¯p˚r`é´c´o“m¯p`a`cˇtṡ `d`a‹n¯s C[a, b] ¯sfi`eˇr`affl `d`o“n‹n`é ¯p`a˚rffl ˜l´e

˚t‚h`é´o˘r`è›m`e `dffl’A˚r˚z´e¨l´affl-Aṡfi`c´o˝lˇiffl ¯p˜lˇu¯s ˚t´a˚r`dffl.
D`a‹n¯s ˜l´e `c´a¯s ”m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e, `o“nffl ¯p`eˇu˚t `d`o“n‹n`eˇrffl ˚u‹n`e `d`eṡfi`cˇr˚i¯p˚tˇi`o“nffl `qfi˚u˚iffl ”nffl’˚i‹m¯p˜lˇi`qfi˚u`e

¯p`a˚rffl ˜l„`a`d˛h`éˇr`e›n`c´e.
D`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl 1.4.14. S̀o˘i˚t X ˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e ”m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e `eˇt A ⊂ X. P̀o˘u˚rffl ε > 0

`d`o“n‹n`é, ˚u‹nffl ε-˚r`éṡfi`e´a˚uffl ¯p`o˘u˚rffl A `eṡfi˚t ˚u‹nffl `e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e R ⊂ X ˚t´e¨l `qfi˚u`e ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t
a ∈ A ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e r ∈ D ˚t´e¨l `qfi˚u`e d(a, r) < ε.
E”x´e›m¯p˜l´e 1.4.15. ? X `eṡfi˚t ˚t´o˘u¯j´o˘u˚r¯s ˚u‹nffl ε-˚r`éṡfi`e´a˚uffl ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t´e ¯sfi`affl

¯p`a˚r˚tˇi`e A ⊂ X `eˇt ˚t´o˘u˚t ε > 0.
? O”nffl `a`d‹m`eˇt `qfi˚u`e ¯p`o˘u˚rffl A = ∅, ˚t´o˘u˚t´e ¯p`a˚r˚tˇi`e D `eṡfi˚t ˚u‹nffl ε-˚r`éṡfi`e´a˚uffl `a‹vfle´c
˚t´o˘u˚t ε > 0.

? P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t A ⊂ Rn, ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e R = εZn `eṡfi˚t ˚u‹nffl ε-˚r`éṡfi`e´a˚uffl. S̊iffl A `eṡfi˚t
˜bˆo˘r‹n`é, `o“nffl ¯p`eˇu˚t `e›nffl `c‚h`o˘i¯sfi˚i˚rffl `e›nffl ε-˚r`éṡfi`e´a˚uffl ˜fˇi‹n˚iffl.

D`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl 1.4.16. U”n`e ¯p`a˚r˚tˇi`e A `dffl’˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e ”m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e X `eṡfi˚t `d˚i˚t´e
¯p˚r`é´c´o“m¯p`a`cˇt´e ¯sfi¯sfi˚iffl ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t ε > 0 `e¨l¨l´e `a`d‹m`eˇt ˚u‹nffl ε-˚r`éṡfi`e´a˚uffl ˜fˇi‹n˚iffl.
T‚h`é´o˘r`è›m`e 1.4.17. U”n`e ¯p`a˚r˚tˇi`e A `dffl’˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e ”m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e `c´o“m¯p˜l´eˇt X

`eṡfi˚t ˚r`e¨l´a˚tˇi‹vfle›m`e›n˚t `c´o“m¯p`a`cˇt´e ¯sfi¯sfi˚iffl `e¨l¨l´e `eṡfi˚t ¯p˚r`é´c´o“m¯p`a`cˇt´e.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. ⇒
S̀o˘i˚t ε > 0 `d`o“n‹n`é. L`eṡ ˜bˆo˘u˜l´eṡ {B(x, ε) : x ∈ Ā} ¯sfi`o“n˚t ˚u‹nffl ˚r`e´c´o˘u‹v˘r`e›m`e›n˚t

`o˘u‹vfleˇr˚t `d`e Ā. O”nffl ¯p`eˇu˚t `e›nffl `c‚h`o˘i¯sfi˚i˚rffl ˚u‹nffl ¯sfi`o˘u¯s-˚r`e´c´o˘u‹v˘r`e›m`e›n˚t ˜fˇi‹n˚iffl {B(xk, ε) :

k = 1, . . . , n}, `a‹vfle´c xk ∈ Ā. A˜l´o˘r¯s, A ⊂ Ā ⊂ ∪nk=1B(xk, ε), `d`o“n`c {xk : k =

1, . . . , n} `eṡfi˚t ˚u‹nffl ε-˚r`éṡfi`e´a˚uffl (˜fˇi‹n˚iffl) ¯p`o˘u˚rffl A.
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⇐ S̀o˘i˚t (xn) ˚u‹n`e ¯sfi˚u˚i˚t´e `d`a‹n¯s A. P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t m ∈ N, ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e›n˚t `d`eṡ
2−m-˚r`éṡfi`e´a˚u‹x ˜fˇi‹n˚i¯s Rm ; `o“nffl `affl `a˜l´o˘r¯s A ⊂ ∪r∈Rm

B(r, ε). I˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e `a˚uffl ”m`o˘i‹n¯s
˚u‹nffl r ∈ R1 ˚t´e¨l `qfi˚u`e ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e I1 = {n ∈ N : xn ∈ B(r, 1/2)} `eṡfi˚t ˚i‹n˜fˇi‹n˚iffl.
E”n¯sfi˚u˚i˚t´e, ¯p`o˘u˚rffl `c‚h`a`qfi˚u`e m > 2 ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e rm ∈ Rm ˚t´e¨l `qfi˚u`e ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e Im =

{n ∈ Im−1 : xn ∈ B(rm, 2−m)} `eṡfi˚t ˚i‹n˜fˇi‹n˚iffl. O”nffl ¯p`eˇu˚t `c‚h`o˘i¯sfi˚i˚rffl `d`o“n`c ¯p`a˚rffl
˚r`é´cˇu˚r˚r`e›n`c´e ϕ(m) ∈ Im ¯p`o˘u˚rffl `c‚h`a`qfi˚u`e m `d`e ¯sfi`o˘r˚t´e `qfi˚u`e ϕ(m+ 1) > ϕ(m). L`affl
¯sfi˚u˚i˚t´e (xϕ(m)) `a˚u˚r`affl ˜l´affl ¯p˚r`op̧˚r˚i`éˇt´é ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t´e : ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t l > m

d(xϕ(m), xϕ(l)) 6 d(xϕ(m), rm) + d(rm, xϕ(l)) < 21−m.

C’`eṡfi˚t `d`o“n`c ˚u‹n`e ¯sfi˚u˚i˚t´e `d`e C`a˚u`c‚h‹y ; `e¨l¨l´e `c´o“n‹vfleˇr`g´e `d`a‹n¯s X `eˇt ¯sfi`affl ˜lˇi‹m˚i˚t´e `eṡfi˚t
`d`a‹n¯s Ā.

1.4.3 L`e›m‹m`e `d`e Z`o˘r‹nffl
C`e ˜l´e›m‹m`e `e›xˇtˇr`ê›m`e›m`e›n˚t ˚u˚tˇi˜l´e `eṡfi˚t `e›nffl ˜f´a˚i˚t ˚u‹nffl `a‹xˇi`o“m`e : `o“nffl ”n`e ˜l´e

`d`é›m`o“n˚tˇr`e ¯p`a¯s, `eˇt ˚i˜l `eṡfi˚t `é´qfi˚u˚i‹vˆa˜l´e›n˚t `àffl ˜l„`a‹xˇi`o“m`e `d˚uffl `c‚h`o˘i‹x `d`e ˜l´affl ˚t‚h`é´o˘r˚i`e `d`eṡ
`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´eṡ.

D`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl 1.4.18. U”nffl `e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e E `eṡfi˚t `o˘r`d`o“n‹n`é ¯s’˚i˜l `eṡfi˚t ”m˚u‹n˚iffl `dffl’˚u‹n`e
˚r`e¨l´a˚tˇi`o“nffl ˜b˘i‹n`a˚i˚r`e 6 `qfi˚u˚iffl `eṡfi˚t

? ˚r`é¨f¨l´e›xˇi‹vfle : x 6 x ;
? ˚tˇr`a‹n¯sfi˚i˚tˇi‹vfle : x 6 y `eˇt y 6 z ˚i‹m¯p˜lˇi`qfi˚u`e x 6 z ;
? `a‹n˚tˇi¯sfi‹y›m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e : x 6 y `eˇt y 6 x ˚i‹m¯p˜lˇi`qfi˚u`e x = y,

¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u¯s x, y, z ∈ E.
E `eṡfi˚t ˚t´o˘t´a˜l´e›m`e›n˚t `o˘r`d`o“n‹n`é ¯sfi˚iffl `d`eˇu‹x `é¨l´é›m`e›n˚tṡ ¯sfi`o“n˚t ˚t´o˘u¯j´o˘u˚r¯s `c´o“m¯p`affl-

˚r`a˜b˝l´eṡ `d`a‹n¯s E : x 6 y `o˘uffl ˜b˘i`e›nffl y 6 x.

E”x´e›m¯p˜l´e 1.4.19. R, Z ¯sfi`o“n˚t ˚t´o˘t´a˜l´e›m`e›n˚t `o˘r`d`o“n‹n`éṡ. L’`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e Z2 `a‹vfle´c
˜l„`o˘r`d˚r`e

(n,m) 6 (n′,m′) ¯sfi¯sfi˚iffl n 6 m `eˇt n′ 6 m′

`eṡfi˚t `o˘r`d`o“n‹n`é, ”m`a˚i¯s ¯p`a¯s ˚t´o˘t´a˜l´e›m`e›n˚t `o˘r`d`o“n‹n`é : ˜l´eṡ ¯p`o˘i‹n˚tṡ (0, 1) `eˇt (1, 0) ”n`e
¯sfi`o“n˚t ¯p`a¯s `c´o“m¯p`a˚r`a˜b˝l´eṡ.

E”x´e›m¯p˜l´e 1.4.20. S̊iffl E ⊂ P(X), `a˜l´o˘r¯s ˜l„˚i‹n`c¨lˇu¯sfi˚i`o“nffl `d`é¨fˇi‹n˚i˚t ˚u‹n`e ˚r`e¨l´a˚tˇi`o“nffl
`dffl’`o˘r`d˚r`e.

D`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl 1.4.21. U”n`e ¯p`a˚r˚tˇi`e C `dffl’˚u‹nffl `e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `o˘r`d`o“n‹n`é E `eṡfi˚t `a¯pffl-
¯p`e¨l´é´e ˚u‹n`e `c‚h`a˚î‹n`e ¯sfi˚iffl `e¨l¨l´e `eṡfi˚t ˚t´o˘t´a˜l´e›m`e›n˚t `o˘r`d`o“n‹n`é´e.

E”x´e›m¯p˜l´e 1.4.22. L’`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e R× {0} `eṡfi˚t ˚u‹n`e `c‚h`a˚î‹n`e `d`a‹n¯s Z2.
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D`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl 1.4.23. U”n`e ¯p`a˚r˚tˇi`e A `dffl’˚u‹nffl `e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `o˘r`d`o“n‹n`é E `eṡfi˚t `d˚i˚t´e
”m`a¯j´o˘r`é´e ¯s’˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e m ∈ E ˚t´e¨l `qfi˚u`e a 6 m ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t a ∈ A. O”nffl `a¯p¯p`e¨l¨l´e m
˚u‹nffl ”m`a¯j´o˘r`a‹n˚t `d`e A. U”nffl ”m`a¯j´o˘r`a‹n˚t `d`e E `eṡfi˚t `d˚i˚t ˜l„`é¨l´é›m`e›n˚t ˜l´e ¯p˜lˇu¯s `gˇr`a‹n`dffl
(˚i˜l ”n`e ¯p`eˇu˚t ”y `a‹vˆo˘i˚rffl `qfi˚uffl’˚u‹nffl). U”nffl `é¨l´é›m`e›n˚t m ∈ E `eṡfi˚t `d˚i˚t ”m`a‹xˇi‹m`a˜l ¯sfi˚iffl
m 6 x ˚i‹m¯p˜lˇi`qfi˚u`e m = x ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x ∈ E.

E”x´e›m¯p˜l´e 1.4.24. ] −∞, 0[ `eṡfi˚t ”m`a¯j´o˘r`é `d`a‹n¯s R, ”m`a˚i¯s ”n`e ¯p`oşfi¯sfi`è´d`e ¯p`a¯s
`dffl’`é¨l´é›m`e›n˚t ˜l´e ¯p˜lˇu¯s `gˇr`a‹n`dffl ”n˚iffl ”m`a‹xˇi‹m`a˜l.

D`a‹n¯s ˜l´affl ¯p`a˚r˚tˇi`e {(0, 1), (1, 0)} `d`a‹n¯s Z2, `c‚h`a`cˇu‹nffl `d`eṡ `d`eˇu‹x `é¨l´é›m`e›n˚tṡ `eṡfi˚t
”m`a‹xˇi‹m`a˜l, ”m`a˚i¯s `a˚u`cˇu‹nffl ”nffl’`eṡfi˚t ˜l´e ¯p˜lˇu¯s `gˇr`a‹n`dffl.

P̊r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl 1.4.25. S̊iffl C `eṡfi˚t ˚u‹n`e `c‚h`a˚î‹n`e `eˇt x1, . . . , xn ∈ C, `a˜l´o˘r¯s ˚i˜l
`e›xˇi¯sfi˚t´e ˚u‹nffl `é¨l´é›m`e›n˚t ”m`a‹xˇi‹m`a˜l `d`e `c´eˇt `e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e : j ∈ {1, . . . , n} ˚t´e¨l `qfi˚u`e
xk 6 xj ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t k ∈ {1, . . . , n}.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. O”nffl `c´o“m‹m`e›n`c´e ¯p`a˚rffl ¯p`oşfi`eˇrffl y = x1. S̊iffl y < x2, `o“nffl ˜l´e
`c‚h`a‹n`g´e `e›nffl ¯p`oşfi`a‹n˚t y = x2, ¯sfi˚i‹n`o“nffl `o“nffl `affl ˜f´o˘r`c´é›m`e›n˚t y > x2. O”nffl `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e
`c´e ¯p˚r`oˆc´é´d`é ¯p`o˘u˚rffl k `e›n˚tˇr`e 2 `eˇt n. P̀a˚rffl `c´o“n¯sfi˚tˇr˚u`cˇtˇi`o“nffl, `o“nffl `affl y > xk ¯p`o˘u˚t
˚t´o˘u˚t k, `eˇt y `c´o˘ï‹n`cˇi`d`e `a‹vfle´c ˜l„˚u‹nffl `d`eṡ `é¨l´é›m`e›n˚tṡ (xk).

T‚h`é´o˘r`è›m`e 1.4.26 (˜l´e›m‹m`e `d`e Z`o˘r‹nffl). S̊iffl E `eṡfi˚t ˚u‹nffl `e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `o˘r`d`o“n‹n`é
”n`o“nffl ”v˘i`d`e `o˘ùffl ˚t´o˘u˚t´e `c‚h`a˚î‹n`e `eṡfi˚t ”m`a¯j´o˘r`é´e, `a˜l´o˘r¯s E `a`d‹m`eˇt ˚u‹nffl `é¨l´é›m`e›n˚t ”m`a‹xˇiffl-
”m`a˜l.

T‚h`é´o˘r`è›m`e 1.4.27. T`o˘u˚t `eṡfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l `a`d‹m`eˇt ˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e `a˜l´g´é¨b˘r˚i`qfi˚u`e.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. S̀o˘i˚t V ˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l. S’˚i˜l `eṡfi˚t ”n˚u˜l, ˚i˜l ”nffl’ ”y `affl ˚r˚i`e›nffl
`àffl `d`é›m`o“n˚tˇr`eˇrffl. S̊i‹n`o“nffl ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e x ∈ V ”n`o“nffl ”n˚u˜l.

O”nffl `c´o“n¯sfi˚i`d`èˇr`e ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e E `d`eṡ ¯p`a˚r˚tˇi`eṡ ˜lˇi˜b˘r`eṡ `d`e V , `o˘r`d`o“n‹n`é ¯p`a˚rffl
˜l„˚i‹n`c¨lˇu¯sfi˚i`o“nffl. S̊iffl C = {Bi}i∈I ⊂ E `eṡfi˚t ˚u‹n`e `c‚h`a˚î‹n`e `d`a‹n¯s E, `a˜l´o˘r¯s ¯sfi`affl ˚r`éˇu‹n˚i`o“nffl

B = ∪i∈IBi

`eṡfi˚t ˜lˇi˜b˘r`e : ¯sfi˚iffl ˚u‹n`e `c´o“m˜b˘i‹n`a˚i¯sfi`o“nffl ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e ∑n
k=1 λkbk `eṡfi˚t ”n˚u˜l¨l´e, `a‹vfle´c bk ∈ B,

`a˜l´o˘r¯s ¯p`o˘u˚rffl `c‚h`a`qfi˚u`e k ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e ik ∈ I ˚t´e¨lṡ `qfi˚u`e bk ∈ Bik . P̀a˚rffl P̊r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl
1.4.25, ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e ˚u‹n`e ¯p`a˚r˚tˇi`e Bil ”m`a‹xˇi‹m`a˜l´e ¯p`a˚r‹m˚iffl Bik , k = 1, . . . , n. O”nffl `affl
`d`o“n`c bk ∈ Bil ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t k. M`a˚i¯s `c´eˇtˇt´e ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e `eṡfi˚t ˜lˇi˜b˘r`e, `d`o“n`c λk = 0 ¯p`o˘u˚rffl
˚t´o˘u˚t k. O”nffl `c´o“n`c¨lˇu˚t `qfi˚u`e B ∈ E, `eˇt `é›v˘i`d`e›m‹m`e›n˚t B ”m`a¯j´o˘r`e C. L`eṡ `c´o“n`d˚iffl-
˚tˇi`o“nffl `d˚uffl ˜l´e›m‹m`e `d`e Z`o˘r‹nffl ¯sfi`o“n˚t `d`o“n`c ˚r`e›m¯p˜lˇi`eṡ, `eˇt ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e ˚u‹n`e ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e
”m`a‹xˇi‹m`a˜l´e B `d`a‹n¯s E. C`eˇtˇt´e ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e `eṡfi˚t ˜lˇi˜b˘r`e ; `c´e ¯sfi`eˇr`affl ”n`é´c´eṡfi¯sfi`a˚i˚r`e›m`e›n˚t
˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e `c´a˚rffl ¯sfi˚i‹n`o“nffl `o“nffl `a˚u˚r`a˚i˚t ¯p˚uffl ”y `a¯j´o˘u˚t´eˇrffl ˚u‹nffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl `d`e ¯p˜lˇu¯s.
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1.4.4 T‚h`é´o˘r`è›m`e `d`e T”y´c‚h`o“n`o˝f¨f
C`e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e ˚u˚tˇi˜lˇi¯sfi`e ˜l´e ˜l´e›m‹m`e `d`e Z`o˘r‹nffl.

T‚h`é´o˘r`è›m`e 1.4.28. S̀o˘i`e›n˚t ((Xi, τi)
)
i∈I `d`eṡ `eṡfi¯p`a`c´eṡ ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`qfi˚u`eṡ ”n`o“nffl

”v˘i`d`eṡ, `a˜l´o˘r¯s ˜l´eˇu˚rffl ¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t X =
∏
i∈I Xi `eṡfi˚t `c´o“m¯p`a`cˇt ¯sfi˚iffl `eˇt ¯sfi`eˇu˜l´e›m`e›n˚t ¯sfi˚iffl

Xi `eṡfi˚t `c´o“m¯p`a`cˇt ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t i.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. ⇒ S̊iffl X `eṡfi˚t `c´o“m¯p`a`cˇt, `a˜l´o˘r¯s `c‚h`a`qfi˚u`e Xi `eṡfi˚t ¯sfi`éṗ`a˚r`é ¯p`a˚rffl
P̊r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl 1.3.5, `eˇt `c´o“m¯p`a`cˇt ¯p`a˚rffl T‚h`é´o˘r`è›m`e 1.4.8.

⇐ L`affl ¯p˚r`eˇu‹vfle `eṡfi˚t ˜bˆa¯sfi`é´e ¯sfi˚u˚rffl ˜l´affl `d`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl ¯p`a˚rffl ˜l´eṡ ˜f´eˇr‹m`éṡ `eˇt ¯sfi`e
`d˚i‹v˘i¯sfi`e `e›nffl ¯p˜lˇu¯sfi˚i`eˇu˚r¯s `éˇt´a¯p`eṡ :

1. O”nffl `d˚i˚r`affl `qfi˚uffl’˚u‹n`e ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e `dffl’`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´eṡ F = (Fα)α∈A `eṡfi˚t `c´e›n˚tˇr`é´e `d`a‹n¯s
X ¯sfi˚iffl ˚t´o˘u˚t´e `c´o˝l¨l´e´cˇtˇi`o“nffl ˜fˇi‹n˚i`e `d`e ¯sfi`eṡ `é¨l´é›m`e›n˚tṡ `affl ˜l„˚i‹n˚t´eˇr¯sfi`e´cˇtˇi`o“nffl ”n`o“nffl-
”v˘i`d`e : ∩nk=1Fαk

6= ∅.
2. S̀o˘i˚t F = (Fα)α∈A ˚u‹n`e ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e `c´e›n˚tˇr`é´e `d`e ˜f´eˇr‹m`éṡ `d`a‹n¯s X.

O”nffl `c´o“n¯sfi˚i`d`èˇr`e ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e E `d`e ˚t´o˘u˚t´eṡ ˜l´eṡ ˜f´a‹m˚i˜l¨l´eṡ `c´e›n˚tˇr`é´eṡ G `d`e
¯p`a˚r˚tˇi`eṡ `d`e X (¯p`a¯s ˜f´o˘r`c´é›m`e›n˚t `d`e ˜f´eˇr‹m`éṡ), ˚t´e¨l¨l´eṡ `qfi˚u`e F ⊂ G. C`eˇt
`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `eṡfi˚t `o˘r`d`o“n‹n`é ¯p`a˚rffl ˜l„˚i‹n`c¨lˇu¯sfi˚i`o“nffl. T`o˘u˚t´e `c‚h`a˚î‹n`e C ⊂ E `eṡfi˚t
”m`a¯j´o˘r`é´e ¯p`a˚rffl ˜l´affl ˚r`éˇu‹n˚i`o“nffl `d`e ˚t´o˘u¯s ¯sfi`eṡ `é¨l´é›m`e›n˚tṡ : ¯sfi˚iffl C = {Gi}i∈I `eˇt
G = ∪i∈IGi, `a˜l´o˘r¯s
? `é›v˘i`d`e›m‹m`e›n˚t F ⊂ G ;
? ¯sfi˚iffl A1, . . . , An ∈ G, `a˜l´o˘r¯s ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e ¯p`o˘u˚rffl `c‚h`a`qfi˚u`e k ˚u‹nffl ik ∈ I ˚t´e¨l
`qfi˚u`e Ak ∈ Gik ; ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e ¯p`a˚rffl P̊r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl 1.4.25 ˚u‹n`e ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e Gil
”m`a‹xˇi‹m`a˜l´e, `a˜l´o˘r¯s Ak ∈ Gil ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t k. C`o“m‹m`e Gil `eṡfi˚t `c´e›n˚tˇr`é´e,
∩nk=1Ak 6= ∅.

L`affl ¯p`a˚r˚tˇi`e G `eṡfi˚t `d`o“n`c `d`a‹n¯s E `eˇt ”m`a¯j´o˘r`e C, `eˇt `o“nffl `eṡfi˚t `d`a‹n¯s ˜l´eṡ
˛h‹yṗ`o˘t‚h`èṡfi`e `d˚uffl ˜l´e›m‹m`e `d`e Z`o˘r‹nffl. O”nffl ¯p`eˇu˚t `d`o“n`c `c´o“n`c¨lˇu˚r`e `qfi˚uffl’˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e
˚u‹n`e ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e ”m`a‹xˇi‹m`a˜l´e G `d`a‹n¯s E.

(˜fˇi‹nffl `d˚uffl `c´o˘u˚r¯s 5)
3. O”nffl ”m`o“n˚tˇr`e `e›n¯sfi˚u˚i˚t´e `qfi˚u`e

(`affl) S̊iffl Ak ∈ G, k = 1, . . . , n, `a˜l´o˘r¯s n
∩
k=1

Ak ∈ G. (¯sfi˚i‹n`o“nffl G ∪ { n
∩
k=1

Ak}

¯sfi`eˇr`a˚i˚t ˚t´o˘u¯j´o˘u˚r¯s `c´e›n˚tˇr`é´e, `eˇt `d`a‹n¯s E.)
(˜b) ¯sfi˚iffl A ⊂ X `eṡfi˚t ˚t´e¨l `qfi˚u`e A ∩B 6= ∅ ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t B ∈ G, `a˜l´o˘r¯s A ∈ G.

(S̊i‹n`o“nffl G ∪{A} ¯sfi`eˇr`a˚i˚t `c´e›n˚tˇr`é´e, `c´a˚rffl ∩nk=1(Bk ∩A) = (∩nk=1Bk)∩A

`eṡfi˚t `d`a‹n¯s G ¯p`a˚rffl ˜l„˛h‹yṗ`o˘t‚h`èṡfi`e, `qfi˚u`e¨lṡ `qfi˚u`e ¯sfi`o˘i`e›n˚t Bk ∈ G.)
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4. S̀o˘i˚t i ∈ I , ¯sfi`o˘i˚t pi : X → Xi ˜l´affl ¯p˚r`oj̧´e´cˇtˇi`o“nffl `c´a‹n`o“n˚i`qfi˚u`e `eˇt Gi =

{pi(A) : A ∈ G}. A˜l´o˘r¯s `c’`eṡfi˚t ˚u‹n`e ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e `c´e›n˚tˇr`é´e `d`a‹n¯s Xi : ¯sfi˚iffl
Ak ∈ G, k = 1, . . . , n, `a˜l´o˘r¯s

n
∩
k=1

pi(Ak) ⊃
n
∩
k=1

pi(Ak) ⊃ pi(
n
∩
k=1

Ak) 6= ∅.

C`eṡ ¯p`a˚r˚tˇi`eṡ ¯sfi`o“n˚t ˜f´eˇr‹m`é´eṡ ; ¯p`a˚rffl ˜l´affl `c´o“m¯p`a`cˇi˚t´é `d`e Xi, ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e `a˜l´o˘r¯s
xi ∈ ∩Gi = ∩{F : F ∈ Gi}.

5. S̀o˘i˚t Wi ˚u‹nffl ”vˆo˘i¯sfi˚i‹n`a`g´e `o˘u‹vfleˇr˚t `d`e xi `d`a‹n¯s Xi. P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t A ∈ G `o“nffl `affl
xi ∈ pi(A), `d`o“n`c Wi∩pi(A) 6= ∅ `eˇt ¯p`a˚rffl `c´o“n¯sfi`é´qfi˚u`e›n`c´e p−1

i (Wi)∩A 6= ∅.
P̀a˚rffl ˜l´affl ¯p˚r`op̧˚r˚i`éˇt´é 3(˜b), ”n`o˘u¯s `a‹vˆo“n¯s p−1

i (Wi) ∈ G.
6. S̀o˘i˚t x = (xi)i∈I `a‹vfle´c ˜l´eṡ xi `d`é¨fˇi‹n˚i¯s `d`a‹n¯s 4. T`o˘u˚t ”vˆo˘i¯sfi˚i‹n`a`g´e `o˘u‹vfleˇr˚t

U `d`e x `c´o“n˚tˇi`e›n˚t ˚u‹nffl ”vˆo˘i¯sfi˚i‹n`a`g´e `d`e ˜bˆa¯sfi`e W =
∏
i∈IWi ˚t´e¨l `qfi˚u`e Wi = Xi

¯p`o˘u˚rffl i ∈ I \J `eˇt J `eṡfi˚t ˜fˇi‹n˚iffl. O”nffl ”vfléˇr˚i˜fˇi`e `qfi˚u`e W = ∩i∈Jp−1
i (Wi). P̀a˚rffl

5 `eˇt 3(`affl), `o“nffl `affl W ∈ G.
7. P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t A ∈ G `eˇt ˚t´o˘u˚t U ∈ V(x) `o“nffl `affl `a˜l´o˘r¯s U ∩ A 6= ∅, ¯p`a˚rffl 5

`eˇt `c´a˚rffl G `eṡfi˚t `c´e›n˚tˇr`é´e. I˜l `e›nffl ¯sfi˚u˚i˚t `qfi˚u`e x ∈ A.
E”nffl ¯p`a˚r˚tˇi`cˇu˜lˇi`eˇrffl, `c’`eṡfi˚t ”v˘r`a˚iffl ¯p`o˘u˚rffl A ∈ F ⊂ G. M`a˚i¯s ˜l´eṡ `é¨l´é›m`e›n˚tṡ `d`e
F ¯sfi`o“n˚t ˜f´eˇr‹m`éṡ, `a˜l´o˘r¯s x ∈ ∩{F : F ∈ F}.

8. P̀a˚rffl P̊r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl 1.4.4, X `eṡfi˚t `c´o“m¯p`a`cˇt.

E”x´e›m¯p˜l´e 1.4.29. O”nffl `d˚i¯sfi¯p`oşfi`e ”m`a˚i‹n˚t´e›n`a‹n˚t `d`e ”n`o“m˜b˘r`eˇu‹x `e›x´e›m¯p˜l´eṡ `d`e
«gˇr`a‹n`d¯s» `c´o“m¯p`a`cˇtṡ : [0, 1]I `qfi˚u`e¨l `qfi˚u`e ¯sfi`o˘i˚t I , TN `eˇt´c.

O”nffl ˚r`a¯p¯p`e¨l¨l´e `qfi˚u`e ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e ˜fˇi‹n˚iffl `d˚i¯sfi`cˇr`eˇt {0, 1} `eṡfi˚t `c´o“m¯p`a`cˇt ; `d`o“n`c
{0, 1}I `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl, ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t I.

O”nffl ¯p`eˇu˚t ”m`o“n˚tˇr`eˇrffl `qfi˚u`e {0, 1}N `eṡfi˚t ˛h`o“m`é´o“m`o˘r¯p˛h`e `àffl ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `d`e C`a‹nffl-
˚t´o˘rffl ; `o˘uffl ˜b˘i`e›nffl `o“nffl ¯p`eˇu˚t ˜l´e `c´o“n¯sfi˚i`d`éˇr`eˇrffl ˚t´e¨l `qfi˚u`e¨l `eˇt `d`é›m`o“n˚tˇr`eˇrffl ˜l´e «F̀a˚i˚t» `d˚uffl
`c´o˘u˚r¯s ¯p˚r`é´c´é´d`e›n˚t `a‹vfle´c.

O”nffl ¯p`eˇu˚t ”m`o“n˚tˇr`eˇrffl `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl `qfi˚u`e {0, 1}R ”nffl’`eṡfi˚t ¯p`a¯s ¯sfi`é´qfi˚u`e›n˚tˇi`e¨l¨l´e›m`e›n˚t `c´o“mffl-
¯p`a`cˇt, `c.`àffl.`dffl. ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e ˚u‹n`e ¯sfi˚u˚i˚t´e `qfi˚u˚iffl ”nffl’`a`d‹m`eˇt ¯p`a¯s `d`e ¯sfi`o˘u¯s-¯sfi˚u˚i˚t´e `c´o“n‹vfleˇrffl-
`g´e›n˚t´e.

1.5 C`o“n‹n`e›xˇi˚t´é
D`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl 1.5.1. U”nffl `eṡfi¯p`a`c´e ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`qfi˚u`e E `eṡfi˚t `d˚i˚t `c´o“n‹n`e›x´e ¯s’˚i˜l ”n`e

¯p`eˇu˚t ¯p`a¯s `êˇtˇr`e ˚r`eṗ˚r`éṡfi`e›n˚t´é `c´o“m‹m`e ˜l´affl ˚r`éˇu‹n˚i`o“nffl `d`e `d`eˇu‹x `o˘u‹vfleˇr˚tṡ ”n`o“nffl-”v˘i`d`eṡ :
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E = U ∪ V `a‹vfle´c U, V `o˘u‹vfleˇr˚tṡ, U ∩ V = ∅ ˚i‹m¯p˜lˇi`qfi˚u`e U = E `o˘uffl V = E.
U”n`e ¯p`a˚r˚tˇi`e A ⊂ E `eṡfi˚t `d˚i˚t´e `c´o“n‹n`e›x´e `d`a‹n¯s E ¯sfi˚iffl `e¨l¨l´e `eṡfi˚t `c´o“n‹n`e›x´e

`e›nffl ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`e ˚i‹n`d˚u˚i˚t´e : A ⊂ U ∪ V , `o˘ùffl U, V ¯sfi`o“n˚t `d`eṡ `o˘u‹vfleˇr˚tṡ `d`e E `eˇt
(U ∩ V ) ∩A = ∅, ˚i‹m¯p˜lˇi`qfi˚u`e A ⊂ U `o˘uffl A ⊂ V .
E”x´e›m¯p˜l´e 1.5.2. Z ”nffl’`eṡfi˚t ¯p`a¯s `c´o“n‹n`e›x´e `d`a‹n¯s R : `o“nffl `affl

Z ⊂]−∞, 0[∪ ]− 1,+∞[.

À ”n`o˘t´eˇrffl `qfi˚u`e `c´eṡ ¯p`a˚r˚tˇi`eṡ ¯s’˚i‹n˚t´eˇr¯sfi`e´cˇt´e›n˚t `d`a‹n¯s R, ”m`a˚i¯s ¯p`a¯s `d`a‹n¯s Z.
T‚h`é´o˘r`è›m`e 1.5.3. S̀o˘i˚t E ˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`qfi˚u`e. A˜l´o˘r¯s E `eṡfi˚t `c´o“n‹n`e›x´e
¯sfi˚iffl `eˇt ¯sfi`eˇu˜l´e›m`e›n˚t ¯sfi˚iffl ˜l„˚u‹n`e `d`eṡ `c´o“n`d˚i˚tˇi`o“n¯s ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t´eṡ `é´qfi˚u˚i‹vˆa˜l´e›n˚t´eṡ `eṡfi˚t ”vflé-
˚r˚i˜fˇi`é´e :

1. E = F ∪ H `a‹vfle´c F,H ˜f´eˇr‹m`éṡ `eˇt F ∩ H = ∅ ˚i‹m¯p˜lˇi`qfi˚u`e F = E `o˘uffl
H = E ;

2. L`eṡ ¯sfi`eˇu˜lṡ ¯p`a˚r˚tˇi`eṡ `àffl ˜l´affl ˜f´o˘i¯s `o˘u‹vfleˇr˚t´eṡ `eˇt ˜f´eˇr‹m`é´eṡ ¯sfi`o“n˚t E `eˇt ∅ ;
3. T`o˘u˚t´e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e f : E → {0, 1} (`e›nffl ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`e `d˚i¯sfi`cˇr`èˇt´e ¯sfi˚u˚rffl
{0, 1}) `eṡfi˚t `c´o“n¯sfi˚t´a‹n˚t´e.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. `d`é¨f. =⇒ 1 : ¯sfi˚iffl E `eṡfi˚t `c´o“n‹n`e›x´e `eˇt E = F ∪H `a‹vfle´c
F,H `c´o“m‹m`e `d`a‹n¯s (1), `o“nffl ¯p`eˇu˚t ¯p`oşfi`eˇrffl U = E \F , V = E \H. C`e ¯sfi`o“n˚t `d`eṡ
`o˘u‹vfleˇr˚tṡ, `eˇt F ∩H = ∅ ˚i‹m¯p˜lˇi`qfi˚u`e E = U ∪V ˚t´a‹n`d˚i¯s `qfi˚u`e E = F ∪H ˚i‹m¯p˜lˇi`qfi˚u`e
U ∩ V = ∅. O”nffl `d`o˘i˚t `a‹vˆo˘i˚rffl `a˜l´o˘r¯s ¯sfi`o˘i˚t U = E `d`o“n`c F = ∅ `eˇt H = E, ¯sfi`o˘i˚t
V = E `dffl’`o˘ùffl H = ∅ `eˇt F = E.

1 =⇒ 2 : ¯sfi˚iffl A ⊂ E `eṡfi˚t `àffl ˜l´affl ˜f´o˘i¯s `o˘u‹vfleˇr˚t `eˇt ˜f´eˇr‹m`é, `o“nffl ¯p`oşfi`e
F = A `eˇt H = E \ A ; `c´e ¯sfi`o“n˚t `d`eˇu‹x `o˘u‹vfleˇr˚tṡ ”vfléˇr˚i˜fˇi`a‹n˚t (1), `d`o“n`c ¯sfi`o˘i˚t
A = E ¯sfi`o˘i˚t H = E `eˇt A = ∅.

2 =⇒ 3 : ¯sfi˚iffl f : E → {0, 1} `eṡfi˚t `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e, `a˜l´o˘r¯s A = f−1({0}) `eṡfi˚t
`o˘u‹vfleˇr˚t, ”m`a˚i¯s E \A = f−1({1}) `eṡfi˚t `o˘u‹vfleˇr˚t `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl `d`o“n`c A `eṡfi˚t ˜f´eˇr‹m`é. I˜l `e›nffl
¯sfi˚u˚i˚t A = E `eˇt f ≡ 0 `o˘uffl ˜b˘i`e›nffl A = ∅ `eˇt f ≡ 1.

3 =⇒ `d`é¨f. : ¯sfi˚iffl U, V ¯sfi`o“n˚t `o˘u‹vfleˇr˚tṡ, E = U ∪ V `eˇt U ∩ V = ∅, `o“nffl
¯p`eˇu˚t ¯p`oşfi`eˇrffl

f(x) =

0, x ∈ U ;

1, x ∈ V.

L`eṡ ˚i‹m`a`g´eṡ ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi`eṡ `dffl’`o˘u‹vfleˇr˚tṡ `d`a‹n¯s {0, 1} ¯sfi`o“n˚t ∅, E, U `eˇt V , ˚t´o˘u¯s `o˘uffl-
”vfleˇr˚tṡ, `d`o“n`c f `eṡfi˚t `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e. M`a˚i¯s ¯p`a˚rffl (3), `e¨l¨l´e `d`o˘i˚t `êˇtˇr`e `c´o“n¯sfi˚t´a‹n˚t´e, `d`o“n`c
U = E `o˘uffl V = E.
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E”x´e›m¯p˜l´e 1.5.4. ? U”nffl ¯sfi˚i‹n`g¨l´eˇt´o“nffl {x} `eṡfi˚t ˚t´o˘u¯j´o˘u˚r¯s `c´o“n‹n`e›x´e.
? U”nffl ˚i‹n˚t´eˇr‹vˆa˜l¨l´e I =]a, b[ `d`a‹n¯s R `eṡfi˚t `c´o“n‹n`e›x´e : ˚t´o˘u˚t´e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl `c´o“n˚tˇiffl-
”n˚u`e f : I → {0, 1} `eṡfi˚t `e›nffl ¯p`a˚r˚tˇi`cˇu˜lˇi`eˇrffl `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e `d`e I `d`a‹n¯s R `eˇt
¯p˚r`e›n`dffl ˚t´o˘u˚t´eṡ ¯sfi`eṡ ”vˆa˜l´eˇu˚r¯s ˚i‹n˚t´eˇr‹m`é´d˚i`a˚i˚r`eṡ, `e¨l¨l´e `eṡfi˚t `d`o“n`c ˜f´o˘r`c´é›m`e›n˚t
`c´o“n¯sfi˚t´a‹n˚t´e.

P̊r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl 1.5.5. S̀o˘i˚t E, Y `d`eṡ `eṡfi¯p`a`c´eṡ ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`qfi˚u`eṡ, E `c´o“n‹n`e›x´e, `eˇt
¯sfi`o˘i˚t f : E → Y `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e. A˜l´o˘r¯s f(E) `eṡfi˚t ˚u‹n`e ¯p`a˚r˚tˇi`e `c´o“n‹n`e›x´e `d`e Y .

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. S̊iffl U, V ¯sfi`o“n˚t `d`eṡ `o˘u‹vfleˇr˚tṡ `d`e Y ˚t´e¨lṡ `qfi˚u`e f(E) ⊂ U ∪V `eˇt
U∩V ∩f(E) = ∅, `a˜l´o˘r¯s U ′ = f−1(U), V ′ = f−1(V ) ¯sfi`o“n˚t `o˘u‹vfleˇr˚tṡ, E = U ′∩V ′

`eˇt U ′ ∩ V ′ = ∅. O”nffl `affl `d`o“n`c U ′ = E `o˘uffl V ′ = E, `c´e `qfi˚u˚iffl ˚i‹m¯p˜lˇi`qfi˚u`e E ⊂ U `o˘uffl
E ⊂ V .

E”x´e›m¯p˜l´e 1.5.6. S̊iffl I = [a, b] `eˇt f : I → Y `eṡfi˚t `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e, Y `éˇt´a‹n˚t
˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`qfi˚u`e `qfi˚u`e¨l´c´o“n`qfi˚u`e, `a˜l´o˘r¯s f(I) `eṡfi˚t `c´o“n‹n`e›x´e. D`a‹n¯s ˚u‹nffl
`eṡfi¯p`a`c´e ”n`o˘r‹m`é, ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x, y `o“nffl ¯p`eˇu˚t ¯p`oşfi`eˇrffl ¯p`a˚rffl `e›x´e›m¯p˜l´e I = [0, 1] `eˇt
f(t) = ty + (1− t)x.

R`a¯p¯p`e¨l : U”nffl `eṡfi¯p`a`c´e ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`qfi˚u`e E `eṡfi˚t `d˚i˚t `c´o“n‹n`e›x´e ¯p`a˚rffl `a˚r`cṡ ¯sfi˚iffl
¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u¯s a, b ∈ E ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e f : [0, 1] → E `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e ˚t´e¨l¨l´e `qfi˚u`e f(0) = a,
f(1) = b.

P̊r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl 1.5.7. T`o˘u˚t `eṡfi¯p`a`c´e `c´o“n‹n`e›x´e ¯p`a˚rffl `a˚r`cṡ `eṡfi˚t `c´o“n‹n`e›x´e.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. S̊u¯p¯p`oşfi`o“n¯s `qfi˚u`e E `eṡfi˚t `c´o“n‹n`e›x´e ¯p`a˚rffl `a˚r`cṡ ”m`a˚i¯s ”n`o“nffl `c´o“n‹n`e›x´e.
I˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e›n˚t `a˜l´o˘r¯s `d`eṡ `o˘u‹vfleˇr˚tṡ U, V ”n`o“nffl ”v˘i`d`eṡ ˚t´e¨lṡ `qfi˚u`e E = U ∪ V `eˇt
U ∩ V = ∅. S̀o˘i˚t a ∈ U , b ∈ V (˚i˜lṡ ¯sfi`o“n˚t ”n`o“nffl-”v˘i`d`eṡ). I˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e ˚u‹n`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl
f : I = [0, 1]→ E `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e ˚t´e¨l¨l´e `qfi˚u`e f(0) = a, f(1) = b. O”nffl `affl f(I) ⊂ U ∪V ,
U ∩ V = ∅ `eˇt f(I) ∩ U , f(I) ∩ V ¯sfi`o“n˚t ”n`o“nffl-”v˘i`d`eṡ ; `c´e¨l´affl ˚i‹m¯p˜lˇi`qfi˚u`e `qfi˚u`e f(I)

`eṡfi˚t ˚u‹n`e ¯p`a˚r˚tˇi`e `d`e E ”n`o“nffl `c´o“n‹n`e›x´e, `c´e `qfi˚u˚iffl `c´o“n˚tˇr`e´d˚i˚t ˜l´affl ¯p˚r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl ¯p˚r`é-
`c´é´d`e›n˚t´e.

E”x´e›m¯p˜l´e 1.5.8. L’`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e E ⊂ R2,

E = {0} × [−1, 1] ∪ {
(
t, sin

(1
t

))
: t ∈]0, 1]}

`eṡfi˚t `c´o“n‹n`e›x´e, ”m`a˚i¯s ”n`o“nffl `c´o“n‹n`e›x´e ¯p`a˚rffl `a˚r`cṡ (¯sfi`eˇr`affl `d`é›m`o“n˚tˇr`é `e›nffl TD).

(˜fˇi‹nffl `d˚uffl `c´o˘u˚r¯s 6)

C`o˘r`o˝l¨l´a˚i˚r`e 1.5.9. S̀o˘i˚t E ˚u‹n`e ¯p`a˚r˚tˇi`e `c´o“n‹vfle›x´e `dffl’˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l
”n`o˘r‹m`é (`e›nffl ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`e ˚i‹n`d˚u˚i˚t´e). A˜l´o˘r¯s E `eṡfi˚t `c´o“n‹n`e›x´e.
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E”nffl `g´é›n`éˇr`a˜l, ˜l´affl ˚r`é´cˇi¯p˚r`oˆqfi˚u`e `eṡfi˚t ˜f´a˚u¯sfi¯sfi`e. M`a˚i¯s `e›nffl `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl 1, `e¨l¨l´e `eṡfi˚t
”v˘r`a˚i`e :

P̊r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl 1.5.10. U”n`e ¯p`a˚r˚tˇi`e A ⊂ R `eṡfi˚t `c´o“n‹n`e›x´e ¯sfi¯sfi˚iffl `e¨l¨l´e `eṡfi˚t
`c´o“n‹vfle›x´e.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. S̊iffl A ⊂ R `eṡfi˚t `c´o“n‹vfle›x´e `a˜l´o˘r¯s `e¨l¨l´e `eṡfi˚t `c´o“n‹n`e›x´e. S̊iffl `e¨l¨l´e
”nffl’`eṡfi˚t ¯p`a¯s `c´o“n‹vfle›x´e, `a˜l´o˘r¯s ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e›n˚t a, b ∈ A ˚t´e¨lṡ `qfi˚u`e [a, b] 6⊂ A. I˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e
`a˜l´o˘r¯s c ∈]a, b[\A. M`a˚i¯s `a˜l´o˘r¯s, `e›nffl ¯p`oşfi`a‹n˚t U =]−∞, c[, V =]c,+∞[, `o“nffl `affl
A ⊂ U∪V , U∩V = ∅, ”m`a˚i¯s A 6⊂ U `eˇt A 6⊂ V , `d`o“n`c A ”nffl’`eṡfi˚t ¯p`a¯s `c´o“n‹n`e›x´e.

C`o˘r`o˝l¨l´a˚i˚r`e 1.5.11. L`eṡ ¯sfi`eˇu˜l´eṡ ¯p`a˚r˚tˇi`eṡ `c´o“n‹n`e›x´eṡ `d`e R ¯sfi`o“n˚t `d`eṡ ˚i‹n˚t´eˇrffl-
”vˆa˜l¨l´eṡ.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. L`eṡ ˚i‹n˚t´eˇr‹vˆa˜l¨l´eṡ ¯sfi`o“n˚t `c´o“n‹vfle›x´eṡ. S̊iffl A `eṡfi˚t `c´o“n‹vfle›x´e `eˇt
”n`o“nffl-”v˘i`d`e, ¯sfi`o˘i˚t a = inf A `eˇt b = supA (`qfi˚u˚iffl ¯p`eˇu‹vfle›n˚t `êˇtˇr`e −∞ `eˇt +∞).
P̀o˘u˚rffl c ∈ A `qfi˚u`e¨l´c´o“n`qfi˚u`e, `o“nffl `affl `d`o“n`c a 6 c 6 b. S̀o˘i˚t ”m`a˚i‹n˚t´e›n`a‹n˚t c ∈]a, b[.
C`o“m‹m`e c > a, ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e a1 ∈ A ˚t´e¨l `qfi˚u`e a 6 a1 < c. D`e ”m`ê›m`e. ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e
b1 ∈ A ˚t´e¨l `qfi˚u`e c < b1 6 b. P̀a˚rffl ˜l´affl `c´o“n‹vfle›xˇi˚t´é, `o“nffl `affl [a1, b1] ⊂ A, `dffl’`o˘ùffl
c ∈ A `eˇt `e›n˜fˇi‹nffl ]a, b[⊂ A. L`eṡ ˜bˆo˘r‹n`eṡ ˚i‹n`c¨lˇu¯s `o˘uffl ”n`o“nffl, A `eṡfi˚t `d`o“n`c ˚u‹nffl
˚i‹n˚t´eˇr‹vˆa˜l¨l´e.

1.5.1 C`o“m¯p`oşfi`a‹n˚t´eṡ `c´o“n‹n`e›x´eṡ
E”nffl `g´é›n`éˇr`a˜l, ˜l´affl ˚r`éˇu‹n˚i`o“nffl `d`e `c´o“n‹n`e›x´e ”nffl’`eṡfi˚t ¯p`a¯s `c´o“n‹n`e›x´e : ˚i˜l ¯sfi˚u˜f¨fˇi˚t `d`e

`c´o“n¯sfi˚i`d`éˇr`eˇrffl [0, 1] ∪ [2, 3].

P̊r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl 1.5.12. S̀o˘i`e›n˚t (Eα)a∈A `d`eṡ ¯p`a˚r˚tˇi`eṡ `c´o“n‹n`e›x´eṡ `dffl’˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e
˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`qfi˚u`e X. S̊iffl ∩αEα 6= ∅, `a˜l´o˘r¯s E = ∪

α∈A
Eα `eṡfi˚t `c´o“n‹n`e›x´e.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. C‚h`o˘i¯sfi˚i¯sfi¯sfi`o“n¯s a ∈ ∩αEα. S̀o˘i˚t f : E → {0, 1} `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e.
C‚h`a`qfi˚u`e Eα `eṡfi˚t `c´o“n‹n`e›x´e, `a˜l´o˘r¯s f ”y `eṡfi˚t `c´o“n¯sfi˚t´a‹n˚t´e `eˇt `é´g´a˜l´e `àffl f(a). E˜l¨l´e
`eṡfi˚t `a˜l´o˘r¯s `é´g´a˜l´e `àffl f(a) ¯sfi˚u˚rffl E, `c´e `qfi˚u˚iffl ¯p˚r`o“vfle `qfi˚u`e E `eṡfi˚t `c´o“n‹n`e›x´e.

D`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl 1.5.13. S̀o˘i˚t X ˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`qfi˚u`e. P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x ∈ X ,
¯sfi`o˘i˚t C(x) ˜l´affl ˚r`éˇu‹n˚i`o“nffl `d`e ˚t´o˘u˚t´eṡ ˜l´eṡ ¯p`a˚r˚tˇi`eṡ `c´o“n‹n`e›x´eṡ `d`e X `c´o“n˚t´e›n`a‹n˚t x.
O”nffl `a¯p¯p`e¨l¨l´e C(x) ˜l´affl `c´o“m¯p`oşfi`a‹n˚t´e `c´o“n‹n`e›x´e `d`e x.

T‚h`é´o˘r`è›m`e 1.5.14. 1. P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x, ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e C(x) `eṡfi˚t ”n`o“nffl-”v˘i`d`e
`eˇt `c´o“n‹n`e›x´e.

2. P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x, y ∈ X ¯sfi`o˘i˚t C(x) = C(y), ¯sfi`o˘i˚t C(x) ∩ C(y) = ∅.
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3. L`affl ˚r`e¨l´a˚tˇi`o“nffl x ∼ y ¯sfi¯sfi˚iffl C(x) = C(y) `eṡfi˚t ˚u‹n`e ˚r`e¨l´a˚tˇi`o“nffl `dffl’`é´qfi˚u˚i‹vˆaffl-
˜l´e›n`c´e ¯sfi˚u˚rffl X ; ˜l„`eṡfi¯p`a`c´e X `eṡfi˚t `d`o“n`c ˜l´affl ˚r`éˇu‹n˚i`o“nffl `d˚i¯sfi¯j´o˘i‹n˚t´e `d`e ¯sfi`eṡ
`c´o“m¯p`oşfi`a‹n˚t´eṡ `c´o“n‹n`e›x´eṡ.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. 1. P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x, ˜l´e ¯sfi˚i‹n`g¨l´eˇt´o“nffl {x} `eṡfi˚t `c´o“n‹n`e›x´e, `d`o“n`c
C(x) `eṡfi˚t ”n`o“nffl-”v˘i`d`e. C`eˇtˇt´e ˚r`éˇu‹n˚i`o“nffl `eṡfi˚t `c´o“n‹n`e›x´e ¯p`a˚rffl P̊r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl
1.5.12.

2. S̀o˘i`e›n˚t x, y ∈ X. S̊iffl C(x)∩C(y) `eṡfi˚t ”n`o“nffl-”v˘i`d`e `eˇt `c´o“n˚tˇi`e›n˚t ˚u‹nffl ¯p`o˘i‹n˚t
z ∈ X , `a˜l´o˘r¯s C(x) ∪ C(y) `eṡfi˚t `c´o“n‹n`e›x´e ¯p`a˚rffl P̊r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl 1.5.12.
C`eˇtˇt´e ˚r`éˇu‹n˚i`o“nffl `eṡfi˚t `d`o“n`c `c´o“n˚t´e›n˚uffl `d`a‹n¯s ˚t´o˘u¯s ˜l´eṡ `d`eˇu‹x C(x) `eˇt C(y),
`c´e `qfi˚u˚iffl ˚i‹m¯p˜lˇi`qfi˚u`e C(x) = C(y).

3. É”v˘i`d`e›n˚t.

P̊r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl 1.5.15. T`o˘u˚t `o˘u‹vfleˇr˚t U `d`a‹n¯s R `eṡfi˚t ˜l´affl ˚r`éˇu‹n˚i`o“nffl `d˚i¯sfi¯j´o˘i‹n˚t´e
`dffl’˚u‹n`e ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e `dffl’˚i‹n˚t´eˇr‹vˆa˜l¨l´eṡ.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. O”nffl ”v˘i`e›n˚t `d`e `d`é›m`o“n˚tˇr`eˇrffl `qfi˚u`e U `eṡfi˚t ˜l´affl ˚r`éˇu‹n˚i`o“nffl `d˚i¯sfi¯j´o˘i‹n˚t´e
`d`e ¯sfi`eṡ `c´o“m¯p`oşfi`a‹n˚t´eṡ `c´o“n‹n`e›x´eṡ. C‚h`a`qfi˚u`e `c´o“m¯p`oşfi`a‹n˚t´e `eṡfi˚t ˚u‹nffl ˚i‹n˚t´eˇr‹vˆa˜l¨l´e ; ˚i˜l
˚r`eṡfi˚t´e `àffl `d`é›m`o“n˚tˇr`eˇrffl `qfi˚u`e ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x ∈ U , ¯sfi`affl `c´o“m¯p`oşfi`a‹n˚t´e `c´o“n‹n`e›x´e C(x)

`eṡfi˚t `o˘u‹vfleˇr˚t´e (`d`a‹n¯s R). S̀o˘i˚t y ∈ C(x). I˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e ˚u‹nffl ˚i‹n˚t´eˇr‹vˆa˜l¨l´e `o˘u‹vfleˇr˚t I ˚t´e¨l
`qfi˚u`e y ∈ I ⊂ U . C`eˇt ˚i‹n˚t´eˇr‹vˆa˜l¨l´e `eṡfi˚t `c´o“n‹n`e›x´e, `eˇt y ∈ I ∩C(x), `d`o“n`c I ∪C(x)

`eṡfi˚t `c´o“n‹n`e›x´e. P̀a˚rffl ”m`a‹xˇi‹m`a˜lˇi˚t´é `d`e C(x), ˚i˜l `e›nffl ¯sfi˚u˚i˚t I ⊂ C(x). C`e¨l´affl ”m`o“n˚tˇr`e
`qfi˚u`e C(x) `eṡfi˚t `o˘u‹vfleˇr˚t´e.

R`e›m`a˚r`qfi˚u`e 1.5.16. O”nffl ¯p`eˇu˚t ”m`o“n˚tˇr`eˇrffl `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl `qfi˚u`e `c´eˇtˇt´e ˚r`éˇu‹n˚i`o“nffl `eṡfi˚t
`d`é›n`o“m˜b˘r`a˜b˝l´e (`e›nffl `c‚h`o˘i¯sfi˚i¯sfi¯sfi`a‹n˚t ˚u‹nffl ˚r`a˚tˇi`o“n‹n`e¨l `d`a‹n¯s `c‚h`a`qfi˚u`e ˚i‹n˚t´eˇr‹vˆa˜l¨l´e).
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C‚h`a¯p˚i˚tˇr`e 2

F̀o“n`cˇtˇi`o“n¯s `c´o“n˚tˇi‹n˚u`eṡ
S̀o˘i˚t X ˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`qfi˚u`e. O”nffl ”n`o˘t´e C(X,R) `eˇt C(X,C) ˜l´eṡ `eṡ-

¯p`a`c´eṡ `d`eṡ ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s `c´o“n˚tˇi‹n˚u`eṡ `d`e X `d`a‹n¯s R `eˇt C ˚r`eṡfi¯p`e´cˇtˇi‹vfle›m`e›n˚t. S̊iffl ˚u‹n`e
`a¯sfi¯sfi`eˇr˚tˇi`o“nffl ¯s’`a¯p¯p˜lˇi`qfi˚u`e `àffl ˚t´o˘u¯s ˜l´eṡ `d`eˇu‹x, `o“nffl `é´cˇr˚i˚t `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl C(X). L`eṡ ¯sfi`o˘u¯s-
`eṡfi¯p`a`c´eṡ `d`eṡ ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s `c´o“n˚tˇi‹n˚u`eṡ ˜bˆo˘r‹n`é´eṡ ¯sfi`o“n˚t ”n`o˘t´éṡ Cb(X,R) `eˇt Cb(X,C)

˚r`eṡfi¯p`e´cˇtˇi‹vfle›m`e›n˚t. O”nffl `c´o“n¯sfi˚i`d`èˇr`e `c´eṡ `d`eˇr‹n˚i`eˇr¯s `a‹vfle´c ˜l´affl ”n`o˘r‹m`e ˚u‹n˚i˜f´o˘r‹m`e
‖f‖∞ = supx∈X |f(x)|.

S̊iffl K = X `eṡfi˚t `c´o“m¯p`a`cˇt, `a˜l´o˘r¯s f(K) `eṡfi˚t `c´o“m¯p`a`cˇt ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t´e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl
`c´o“n˚tˇi‹n˚u`e f , `e›nffl ¯p`a˚r˚tˇi`cˇu˜lˇi`eˇrffl, ˜bˆo˘r‹n`é ; `o“nffl `affl `d`o“n`c C(K,R) = Cb(K,R) `eˇt
C(K,C) = Cb(K,C), `eˇt `o“nffl ˜l´eṡ `c´o“n¯sfi˚i`d`èˇr`e ˚t´o˘u¯j´o˘u˚r¯s `a‹vfle´c ˜l´affl ”n`o˘r‹m`e ˚u‹n˚iffl-
˜f´o˘r‹m`e.
T‚h`é´o˘r`è›m`e 2.0.1 (D˚i‹n˚iffl). S̀o˘i˚t K ˚u‹nffl `c´o“m¯p`a`cˇt `eˇt (fn) ˚u‹n`e ¯sfi˚u˚i˚t´e `cˇr`o˘i¯s-

¯sfi`a‹n˚t´e `d`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s `c´o“n˚tˇi‹n˚u`eṡ ¯sfi˚u˚rffl K. S̊iffl (fn) `c´o“n‹vfleˇr`g´e ¯sfi˚i‹m¯p˜l´e›m`e›n˚t ”vfleˇr¯s
˚u‹n`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e f , `a˜l´o˘r¯s `c´eˇtˇt´e `c´o“n‹vfleˇr`g´e›n`c´e `eṡfi˚t ˚u‹n˚i˜f´o˘r‹m`e.
D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. I˜l ¯sfi˚u˚i˚t `d`eṡ ˛h‹yṗ`o˘t‚h`èṡfi`eṡ `qfi˚u`e f = supn fn. F̊i‹x´o“n¯s ε > 0.
P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x ∈ K ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e nx ∈ N ˚t´e¨l `qfi˚u`e fnx

(x) > f(x) − ε. P̀a˚rffl ˜l´affl
`c´o“n˚tˇi‹n˚u˚i˚t´é `d`e f `eˇt `d`e fnx , ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl ˚u‹nffl ”vˆo˘i¯sfi˚i‹n`a`g´e `o˘u‹vfleˇr˚t Ux `d`e x
˚t´e¨l `qfi˚u`e

|f(y)− f(x)| < ε `eˇt |fnx
(y)− fnx

(x)| < ε

¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t y ∈ Ux.
C`eṡ `o˘u‹vfleˇr˚tṡ ˜f´o˘r‹m`e›n˚t ˚u‹nffl ˚r`e´c´o˘u‹v˘r`e›m`e›n˚t `d`e K ; `o“nffl ¯p`eˇu˚t `e›nffl `c‚h`o˘i¯sfi˚i˚rffl

˚u‹nffl ¯sfi`o˘u¯s-˚r`e´c´o˘u‹v˘r`e›m`e›n˚t ˜fˇi‹n˚iffl {Ux1 , . . . , Uxn
}. P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t y ∈ K , `o“nffl ˚tˇr`o˘u‹vfle

`a˜l´o˘r¯s k ˚t´e¨l `qfi˚u`e y ∈ Uxk
. E”nffl `é´cˇr˚i‹vˆa‹n˚t nk = nxk

¯p`o˘u˚rffl ¯sfi˚i‹m¯p˜lˇi˜fˇi`eˇrffl ˜l´eṡ
”n`o˘t´a˚tˇi`o“n¯s, `o“nffl `affl :
|f(y)− fnk

(x)| 6 |f(y)− f(xk)|+ |f(xk)− fnk
(xk)|+ |fnk

(xk)− fnk
(y)| < 3ε.
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S̀o˘i˚t ”m`a˚i‹n˚t´e›n`a‹n˚t m = max{nk : k = 1, . . . , n}. O”nffl `affl fnk
6 fm 6 f ¯p`o˘u˚rffl

˚t´o˘u˚t k, `d`o“n`c ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t y ∈ K

0 6 f(y)− fm(y) 6 f(y)− fnk
(y) < 3ε,

`c´e `qfi˚u˚iffl `d`é›m`o“n˚tˇr`e ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e.

2.1 T‚h`é´o˘r`è›m`e `d`e S̊t´o“n`e-W`eˇi`eˇr¯sfi˚tˇr`a¯sfi¯s
L`e›m‹m`e 2.1.1. I˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e ˚u‹n`e ¯sfi˚u˚i˚t´e `d`e ¯p`o˝l›y›n`ô“m`eṡ (un) `qfi˚u˚iffl `c´o“n‹vfleˇr`g´e›n˚t
”vfleˇr¯s ˜l´affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl f(t) =

√
t ˚u‹n˚i˜f´o˘r‹m`é›m`e›n˚t ¯sfi˚u˚rffl I = [0, 1].

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. O”nffl ¯p`oşfi`e u0 = 0, `eˇt `e›n¯sfi˚u˚i˚t´e ¯p`a˚rffl ˚r`é´cˇu˚r˚r`e›n`c´e

un+1(t) = un(t) + 1
2
(
t− un(t)2). (2.1)

P̀a˚rffl `c´o“n¯sfi˚tˇr˚u`cˇtˇi`o“nffl, `c´e ¯sfi`o“n˚t `d`eṡ ¯p`o˝l›y›n`ô“m`eṡ.
M`o“n˚tˇr`o“n¯s `qfi˚u`e 0 6 un(t) 6

√
t ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t n `eˇt ˚t´o˘u˚t t ∈ [0, 1]. P̀o˘u˚rffl

n = 0 `c’`eṡfi˚t `é›v˘i`d`e›n˚t. P̀a˚rffl ˚r`é´cˇu˚r˚r`e›n`c´e, un+1 > un > 0 `eˇt
√
t− un+1(t) =

√
t− un(t)− 1

2
(
t− un(t)2)

=
√
t− un(t)− 1

2
(√
t− un(t)

)(√
t+ un(t)

)
=
(√
t− un(t)

)[
1− 1

2
(√
t+ un(t)

)]
>
(√
t− un(t)

)(
1−
√
t
)
> 0.

L`affl ¯sfi˚u˚i˚t´e `cˇr`o˘i¯sfi¯sfi`a‹n˚t´e (un) `eṡfi˚t `d`o“n`c ˜bˆo˘r‹n`é´e `eˇt `a`d‹m`eˇt ˚u‹n`e ˜lˇi‹m˚i˚t´e ¯sfi˚i‹m¯p˜l´e u.
E”nffl ¯p`a¯sfi¯sfi`a‹n˚t `àffl ˜l´affl ˜lˇi‹m˚i˚t´e `d`a‹n¯s (2.1), `o“nffl ˚tˇr`o˘u‹vfle u(t) = u(t) + 1

2 (t−u(t)2),
`dffl’`o˘ùffl u(t)2 = t. L`eṡ ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s un `éˇt´a‹n˚t ¯p`oşfi˚i˚tˇi‹vfleṡ, `o“nffl `affl u(t) =

√
t. O”nffl

¯p`eˇu˚t `a¯p¯p˜lˇi`qfi˚u`eˇrffl ”m`a˚i‹n˚t´e›n`a‹n˚t ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e `d`e D˚i‹n˚iffl ¯p`o˘u˚rffl `c´o“n`c¨lˇu˚r`e `qfi˚u`e ˜l´affl
`c´o“n‹vfleˇr`g´e›n`c´e `eṡfi˚t ˚u‹n˚i˜f´o˘r‹m`e.

(˜fˇi‹nffl `d˚uffl `c´o˘u˚r¯s 7)
O”nffl ¯p`eˇu˚t `é´cˇr˚i˚r`e ˜l´eṡ ¯p˚r`e›m˚i`èˇr`eṡ `a¯p¯p˚r`o“xˇi‹m`a˚tˇi`o“n¯s : u1(t) = t/2, u2(t) =

t− t2/8.
L`e›m‹m`e 2.1.2. S̀o˘i˚t X ˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`qfi˚u`e `eˇt B ˚u‹n`e ¯sfi`o˘u¯s-`a˜l´g´è¨b˘r`e

˜f´eˇr‹m`é´e `d`e Cb(X,R) `qfi˚u˚iffl `c´o“n˚tˇi`e›n˚t ˜l´eṡ ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s `c´o“n¯sfi˚t´a‹n˚t´eṡ. A˜l´o˘r¯s ¯p`o˘u˚rffl
˚t´o˘u˚t´eṡ f, g ∈ B ˜l´eṡ ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s min(f, g) `eˇt max(f, g) ¯sfi`o“n˚t `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl `d`a‹n¯s B.
D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. O”nffl ”vfléˇr˚i˜fˇi`e `qfi˚u`e

max(f, g) = 1
2

(
f + g + |f − g|

)
`eˇt min(f, g) = 1

2

(
f + g − |f − g|

)
,
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˚i˜l ¯sfi˚u˜f¨fˇi˚t `a˜l´o˘r¯s `d`e ”m`o“n˚tˇr`eˇrffl `qfi˚u`e |f − g| ∈ B. C`o“m‹m`e f − g ∈ B, `o“nffl ¯p`eˇu˚t
¯sfi˚i‹m¯p˜lˇi˜fˇi`eˇrffl `e›n`c´o˘r`e ˜l´affl ˚t´â`c‚h`e : ˚i˜l ˜f´a˚u˚t ”m`o“n˚tˇr`eˇrffl `qfi˚u`e ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t´e h ∈ B,
˜l´affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl |h| =

√
h2 `eṡfi˚t `d`a‹n¯s B. E”nffl `d˚i‹v˘i¯sfi`a‹n˚t ¯p`a˚rffl ‖h‖∞, `o“nffl ¯p`eˇu˚t

¯sfi˚u¯p¯p`oşfi`eˇrffl `qfi˚u`e ‖h‖∞ = 1.
S̀o˘i˚t (un) ˜l´affl ¯sfi˚u˚i˚t´e `d`eṡ ¯p`o˝l›y›n`ô“m`eṡ `d`é¨fˇi‹n˚i`e `d`a‹n¯s L`e›m‹m`e 2.1.1. O”nffl ¯p`oşfi`e

hn(x) = un
(
h2(x)

) ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x ∈ X. C`o“m‹m`e un `eṡfi˚t ˚u‹nffl ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e `eˇt B
˚u‹n`e `a˜l´g´è¨b˘r`e `c´o“n˚t´e›n`a‹n˚t ˜l´eṡ `c´o“n¯sfi˚t´a‹n˚t´eṡ, `o“nffl `affl hn ∈ B. P̀a˚rffl ˜l´e ˜l´e›m‹m`e,

‖ |h| − hn‖∞ = sup
x∈X

∣∣ |h(x)| − un
(
h2(x)

)∣∣ 6 sup
t∈[0,1]

|
√
t− un(t)| → 0, n→∞.

C‚h`a`qfi˚u`e un `éˇt´a‹n˚t ˚u‹nffl ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e `eˇt h2 `a¯p¯p`a˚r˚t´e›n`a‹n˚t `àffl B, `o“nffl `affl hn ∈ B
¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t n, `d`o“n`c ¯p`a˚rffl ˜l„˛h‹yṗ`o˘t‚h`èṡfi`e |h| ∈ B.

L`e›m‹m`e 2.1.3. S̊iffl A ⊂ Cb(X) `eṡfi˚t ˚u‹n`e ¯sfi`o˘u¯s-`a˜l´g´è¨b˘r`e, `a˜l´o˘r¯s ¯sfi`o“nffl `a`d˛h`éˇr`e›n`c´e
B = Ā `eṡfi˚t ˚u‹n`e ¯sfi`o˘u¯s-`a˜l´g´è¨b˘r`e `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. I˜l `eṡfi˚t `é›v˘i`d`e›n˚t `qfi˚u`e B `eṡfi˚t ˚u‹nffl ¯sfi`o˘u¯s-`eṡfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l `d`e
Cb(X). S̀o˘i`e›n˚t f, g ∈ B. I˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e›n˚t `d`eṡ ¯sfi˚u˚i˚t´eṡ (fn), (gn) `d`a‹n¯s A `qfi˚u˚iffl
`c´o“n‹vfleˇr`g´e›n˚t (`e›nffl ”n`o˘r‹m`e ˚u‹n˚i˜f´o˘r‹m`e) ”vfleˇr¯s f `eˇt g ˚r`eṡfi¯p`e´cˇtˇi‹vfle›m`e›n˚t. E”nffl ¯p`a˚rffl-
˚tˇi`cˇu˜lˇi`eˇrffl, supn

(
‖fn‖∞ + ‖gn‖∞

)
= C <∞. O”nffl `affl `a˜l´o˘r¯s ‖f‖∞ 6 C , `eˇt ¯p`o˘u˚rffl

˚t´o˘u˚t x ∈ X

|(fg)(x)− (fngn)(x)| 6 |f(x)
(
g(x)− gn(x)

)
|+ |

(
f(x)− fn(x)

)
gn(x)|

6 C
(
‖f − fn‖∞ + ‖g − gn‖∞

)
→ 0, n→∞.

I˜l `e›nffl ¯sfi˚u˚i˚t `qfi˚u`e fg ∈ B `eˇt `c’`eṡfi˚t `d`o“n`c ˜b˘i`e›nffl ˚u‹n`e `a˜l´g´è¨b˘r`e.

T‚h`é´o˘r`è›m`e 2.1.4 (S̊t´o“n`e-W`eˇi`eˇr¯sfi˚tˇr`a¯sfi¯s, `c´a¯s ˚r`é´e¨l). S̀o˘i˚t K ˚u‹nffl `c´o“m¯p`a`cˇt
`eˇt A ⊂ C(K,R) ˚u‹n`e ¯sfi`o˘u¯s-`a˜l´g´è¨b˘r`e `qfi˚u˚iffl

? ¯sfi`éṗ`a˚r`e ˜l´eṡ ¯p`o˘i‹n˚tṡ `d`e K `eˇt
? `c´o“n˚tˇi`e›n˚t ˜l´eṡ ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s `c´o“n¯sfi˚t´a‹n˚t´eṡ.

A˜l´o˘r¯s A `eṡfi˚t `d`e›n¯sfi`e `d`a‹n¯s C(K,R).

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. O”nffl ¯p`oşfi`e B = Ā, `c’`eṡfi˚t ˚u‹n`e ¯sfi`o˘u¯s-`a˜l´g´è¨b˘r`e ˜f´eˇr‹m`é´e `d`e C(K,R).
O”nffl ”vˆaffl ”m`o“n˚tˇr`eˇrffl `qfi˚u`e B = C(K,R). S̀o˘i˚t f ∈ C(K,R) `eˇt ε > 0. O”nffl `c‚h`eˇr`c‚h`eˇr`affl
`àffl `a¯p¯p˚r`oˆc‚h`eˇrffl f ¯p`a˚rffl `d`eṡ ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s `d`a‹n¯s B ⊃ A.

P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u¯s a, b ∈ K ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e hab ∈ A ˚t´e¨l¨l´e `qfi˚u`e h(a) 6= hab(b). O”nffl ¯p`eˇu˚t
¯p`oşfi`eˇrffl

gab = f(a) +
(
f(b)− f(a)

) hab − hab(a)
hab(b)− hab(a)
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`eˇt `o˝b˘t´e›n˚i˚rffl gab(a) = f(a), gab(b) = f(b), ˚t´o˘u˚t `e›nffl `a‹y´a‹n˚t gab ∈ A (`c’`eṡfi˚t ˚u‹n`e
`c´o“m˜b˘i‹n`a˚i¯sfi`o“nffl ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e `d`e hab `eˇt 1). L`eṡ `o˘u‹vfleˇr˚tṡ

Uab = {x ∈ K : gab(x) < f(x) + ε}, Vab = {x ∈ K : gab(x) > f(x)− ε}

`c´o“n˚tˇi`e›n‹n`e›n˚t `a˜l´o˘r¯s `c‚h`a`cˇu‹nffl ˜l´eṡ ¯p`o˘i‹n˚tṡ a `eˇt b.
P̀o˘u˚rffl b ˜fˇi‹x´é, ˜l´eṡ `o˘u‹vfleˇr˚tṡ {Uab : a ∈ K} ¯sfi`o“n˚t ˚u‹nffl ˚r`e´c´o˘u‹v˘r`e›m`e›n˚t `o˘u‹vfleˇr˚t

`d`e K , `d`o“n˚t `o“nffl ¯p`eˇu˚t `c‚h`o˘i¯sfi˚i˚rffl ˚u‹nffl ¯sfi`o˘u¯s-˚r`e´c´o˘u‹v˘r`e›m`e›n˚t ˜fˇi‹n˚iffl {Uakb}k=1,...,n.
L`affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl

gb = min{ga1b, . . . , ganb}

`eṡfi˚t `d`a‹n¯s B ¯p`a˚rffl L`e›m‹m`e 2.1.2, `eˇt ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x ∈ K `o“nffl ˚tˇr`o˘u‹vfle k ˚t´e¨l `qfi˚u`e
x ∈ Uakb `d`o“n`c

gb(x) 6 gakb(x) < f(x) + ε.

S̀o˘i˚t Vb = ∩nk=1Vakb. P̀o˘u˚rffl x ∈ Vb `o“nffl `affl gakb(x) > f(x) − ε ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t k,
`d`o“n`c gb(x) > f(x)− ε.

L`eṡ `o˘u‹vfleˇr˚tṡ {Vb : b ∈ K} ¯sfi`o“n˚t ˚u‹nffl ˚r`e´c´o˘u‹v˘r`e›m`e›n˚t `o˘u‹vfleˇr˚t `d`e K , `o“nffl
`e›nffl `c‚h`o˘i¯sfi˚i˚t `a˜l´o˘r¯s ˚u‹nffl ¯sfi`o˘u¯s-˚r`e´c´o˘u‹v˘r`e›m`e›n˚t ˜fˇi‹n˚iffl Vb1 , . . . , Vbm

`eˇt `o“nffl ¯p`oşfi`e

g = max{gb1 , . . . , gbm
}.

P̀a˚rffl L`e›m‹m`e 2.1.2, g ∈ B.
P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x ∈ K , ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e k ˚t´e¨l `qfi˚u`e x ∈ Vbk

, `a˜l´o˘r¯s g(x) > gbk
(x) >

f(x)−ε. A˚uffl ”m`ê›m`e ˚t´e›m¯p¯s, `o“nffl `a‹vˆa˚i˚t gb < f+ε ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t b, `d`o“n`c g < f+ε.
Ǹo˘u¯s `a‹vˆo“n¯s ˚tˇr`o˘u‹vflé `a˜l´o˘r¯s g ∈ B ˚t´e¨l¨l´e `qfi˚u`e ‖f − g‖ 6 ε.

O”nffl ¯p`eˇu˚t `c´o“n`c¨lˇu˚r`e `qfi˚u`e f ∈ B `eˇt `a˜l´o˘r¯s B = C(K,R), `d`o“n`c A `eṡfi˚t ˜b˘i`e›nffl
`d`e›n¯sfi`e.

C`o˘r`o˝l¨l´a˚i˚r`e 2.1.5 (S̊t´o“n`e-W`eˇi`eˇr¯sfi˚tˇr`a¯sfi¯s, `c´a¯s `c´o“m¯p˜l´e›x´e). S̀o˘i˚t K `c´o“m¯p`a`cˇt
`eˇt A ⊂ C(K,C) ˚u‹n`e ¯sfi`o˘u¯s-`a˜l´g´è¨b˘r`e `qfi˚u˚iffl

? `c´o“n˚tˇi`e›n˚t ˜l´eṡ `c´o“n¯sfi˚t´a‹n˚t´eṡ ;
? ¯sfi`éṗ`a˚r`e ˜l´eṡ ¯p`o˘i‹n˚tṡ ;
? `eṡfi˚t `a˚u˚t´o-`c´o“n¯jˇu`gˇu`é´e : f ∈ A⇒ f̄ ∈ A.

A˜l´o˘r¯s A `eṡfi˚t `d`e›n¯sfi`e `d`a‹n¯s C(K).

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. S̀o˘i˚t AR = {<f : f ∈ A} ; `c’`eṡfi˚t `é›v˘i`d`e›m‹m`e›n˚t ˚u‹nffl ¯sfi`o˘u¯s-
`eṡfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l `d`e C(K,R). P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t f ∈ A, `o“nffl `affl <f = (f + f̄)/2, `d`o“n`c
`e›nffl ˚r`é´a˜lˇi˚t´é AR ⊂ A, `eˇt ˚i˜l `e›nffl ¯sfi˚u˚i˚t `qfi˚u`e `c’`eṡfi˚t ˚u‹n`e `a˜l´g´è¨b˘r`e. L`eṡ `c´o“n¯sfi˚t´a‹n˚t´eṡ
˚r`é´e¨l¨l´eṡ ¯sfi`o“n˚t ˜b˘i`e›nffl `d`a‹n¯s AR. E”n˜fˇi‹nffl, ¯p`o˘u˚rffl x 6= y ¯sfi`o˘i˚t f ∈ A ˚t´e¨l¨l´e `qfi˚u`e
f(x) 6= f(y). S̊iffl <f(x) = <f(y), `a˜l´o˘r¯s ˜f´o˘r`c´é›m`e›n˚t =f(x) 6= =f(y), `eˇt ˜l´affl
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˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl g = if ∈ A `a˚u˚r`affl ˜l´affl ¯p˚r`op̧˚r˚i`éˇt´é <g(x) = −=f(x) 6= −=f(y) =

<g(y). L’`a˜l´g´è¨b˘r`e AR ¯sfi`éṗ`a˚r`e `d`o“n`c ˜l´eṡ ¯p`o˘i‹n˚tṡ `d`e K , `eˇt ¯p`a˚rffl ˜l´e `c´a¯s ˚r`é´e¨l ˚tˇuffl
˚t‚h`é´o˘r`è›m`e `e¨l¨l´e `eṡfi˚t `d`e›n¯sfi`e `d`a‹n¯s C(K,R).

T`o˘u˚t´e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl f ∈ C(K,R) ¯sfi`e `d`é´c´o“m¯p`oşfi`e `e›nffl f = <f + i=f `a‹vfle´c <f ,
=f `d`a‹n¯s ĀR ⊂ Ā ; `c´eˇtˇt´e `a`d˛h`éˇr`e›n`c´e `éˇt´a‹n˚t ˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l, `o“nffl `o˝b˘tˇi`e›n˚t
f ∈ Ā.

C`o˘r`o˝l¨l´a˚i˚r`e 2.1.6. L’`eṡfi¯p`a`c´e `d`eṡ ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s ¯p`o˝l›y›n`ô“m˚i`a˜l´eṡ `eṡfi˚t `d`e›n¯sfi`e `d`a‹n¯s
C([a, b]) ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t a < b.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. L’`a¯sfi¯sfi`eˇr˚tˇi`o“nffl `eṡfi˚t ”v˘r`a˚i`e `d`a‹n¯s ˚t´o˘u¯s ˜l´eṡ `d`eˇu‹x `c´a¯s `c´o“m¯p˜l´e›x´e
`eˇt ˚r`é´e¨l. I˜l `eṡfi˚t `c¨l´a˚i˚rffl `qfi˚u`e ˜l´eṡ ¯p`o˝l›y›n`ô“m`eṡ ˜f´o˘r‹m`e›n˚t ˚u‹n`e `a˜l´g´è¨b˘r`e `eˇt ¯sfi`éṗ`a˚r`e›n˚t
˜l´eṡ ¯p`o˘i‹n˚tṡ.

E”n˜fˇi‹nffl, ˜l´e `c´o“n¯jˇu`gˇu`é `dffl’˚u‹nffl ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e `a˚u‹x `c´ofle¨f¨fˇi`cˇi`e›n˚tṡ `c´o“m¯p˜l´e›x´eṡ ”m`a˚i¯s
`dffl’˚u‹n`e ”vˆa˚r˚i`a˜b˝l´eṡ ˚r`é´e¨l¨l´e `eṡfi˚t ˚t´o˘u¯j´o˘u˚r¯s ˚u‹nffl ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e `d`e ˜l´affl ”m`ê›m`e `c¨l´a¯sfi¯sfi`e.

(C`e ”nffl’`eṡfi˚t ¯p`a¯s ˜l´e `c´a¯s `a‹vfle´c ˜l´affl ”vˆa˚r˚i`a˜b˝l´e `c´o“m¯p˜l´e›x´e ! L’`eṡfi¯p`a`c´e `d`eṡ ¯p`o˝l›y-
”n`ô“m`eṡ ¯sfi˚u˚rffl ˜l´e `d˚i¯sfi`qfi˚u`e ˚u‹n˚i˚t´é `d`a‹n¯s C `eṡfi˚t `d`e›n¯sfi`e `d`a‹n¯s ˜l„`eṡfi¯p`a`c´e `d`eṡ ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s
˛h`o˝l´o“m`o˘r¯p˛h`eṡ, ”m`a˚i¯s ¯p`a¯s ˚t´o˘u˚t´eṡ ˜l´eṡ ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s `c´o“n˚tˇi‹n˚u`eṡ.)

E”x´e›m¯p˜l´e 2.1.7. S̀o˘i˚t D̄ = {z ∈ C : |z| 6 1} `eˇt A ˜l´affl ¯sfi`o˘u¯s-`a˜l´g´è¨b˘r`e `d`e
¯p`o˝l›y›n`ô“m`eṡ `d`a‹n¯s C(D̄) :

A = {z 7→
n∑
k=1

ckz
k, n ∈ N, ck ∈ C}.

A˜l´o˘r¯s A `c´o“n˚tˇi`e›n˚t ˜l´eṡ `c´o“n¯sfi˚t´a‹n˚t´eṡ, ¯sfi`éṗ`a˚r`e ˜l´eṡ ¯p`o˘i‹n˚tṡ, ”m`a˚i¯s ”nffl’`eṡfi˚t ¯p`a¯s `d`e›n¯sfi`e
`d`a‹n¯s C(D̄). O”nffl ¯p`eˇu˚t ˜l´e ”vˆo˘i˚rffl `d`e ˜l´affl ˜f´a`ç´o“nffl ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t´e : ¯p`o˘u˚rffl f ∈ C(D̄), `o“nffl
¯p`oşfi`e

I(f) =
∫ 2π

0
f(eiteitdt;

`c’`eṡfi˚t ˚u‹n`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n‹n`e¨l¨l´e ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e ¯sfi˚u˚rffl C(D̄), `e›nffl ¯p`a˚r˚tˇi`cˇu˜lˇi`eˇrffl, |I(f)| 6

‖f‖∞. P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t k ∈ N,

I(zk) =
∫ 2π

0
eit(k+1)dt = 0,

`d`o“n`c I ≡ 0 ¯sfi˚u˚rffl A `eˇt ¯p`a˚rffl `c´o“n˚tˇi‹n˚u˚i˚t´é ¯sfi˚u˚rffl ¯sfi`o“nffl `a`d˛h`éˇr`e›n`c´e. M`a˚i¯s ¯p`o˘u˚rffl ˜l´affl
˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl f(z) = z̄ `o“nffl `affl

I(f) =
∫ 2π

0
e0dt = 2π 6= 0,

`d`o“n`c f /∈ Ā.
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R`e›m`a˚r`qfi˚u`e 2.1.8. I˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e ˚u‹n`e ”vfleˇr¯sfi˚i`o“nffl `d`e `c´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e ¯p`o˘u˚rffl `c´e `c´a¯s `o˘ùffl
A `eṡfi˚t ˚u‹n`e ¯sfi`o˘u¯s-`a˜l´g´è¨b˘r`e `d`e C0(X) ¯sfi˚u˚rffl ˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`qfi˚u`e ˜l´oˆc´a˜l´e›m`e›n˚t
`c´o“m¯p`a`cˇt X. U”nffl `c´a¯s ˚i‹m¯p`o˘r˚t´a‹n˚t `d`e `c´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e `eṡfi˚t ˜l´affl `d`e›n¯sfi˚i˚t´é `d`a‹n¯s C0(R)

`d`e ˜l„˚i‹m`a`g´e `d`e ˜l´affl ˚tˇr`a‹n¯sfi˜f´o˘r‹m`é´e `d`e F̀o˘u˚r˚i`eˇrffl `d`e L1(R) (`c´o˘u˚r¯s `dffl’`a‹n`a˜l›yṡfi`e `d`e
F̀o˘u˚r˚i`eˇrffl `d˚uffl ¯sfi`e›m`eṡfi˚tˇr`e 8).

(˜fˇi‹nffl `d˚uffl `c´o˘u˚r¯s 8)

2.2 É`qfi˚u˚i`c´o“n˚tˇi‹n˚u˚i˚t´é ; ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e `dffl’A˚r˚z´e¨l´àffl-Aṡfi`c´o˝lˇiffl
2.2.1 F̀o“n`cˇtˇi`o“n¯s `é´qfi˚u˚i`c´o“n˚tˇi‹n˚u`eṡ

C`eˇtˇt´e ”n`o˘tˇi`o“nffl `eṡfi˚t ¯sfi¯p`é´cˇi˜fˇi`qfi˚u`e›m`e›n˚t ”m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e.
D`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl 2.2.1. S̀o˘i˚t F ⊂ C(X) ˚u‹n`e ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e `d`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s ¯sfi˚u˚rffl ˚u‹nffl

`eṡfi¯p`a`c´e ”m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e (X, d). E˜l¨l´e `eṡfi˚t `d˚i˚t´e ˚u‹n˚i˜f´o˘r‹m`é›m`e›n˚t `é´qfi˚u˚i`c´o“n˚tˇi‹n˚u`e ¯sfi˚iffl ¯p`o˘u˚rffl
˚t´o˘u˚t ε > 0 ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e δ > 0 ˚t´e¨l `qfi˚u`e ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x, y ∈ X

d(x, y) < δ ⇒ ∀f ∈ F |f(x)− f(y)| < ε.

S̊iffl F = {f} ”n`e `c´o“n˚tˇi`e›n˚t `qfi˚uffl’˚u‹n`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl f , ˚i˜l `eṡfi˚t ˚u‹n˚i˜f´o˘r‹m`é›m`e›n˚t `é´qfi˚u˚iffl-
`c´o“n˚tˇi‹n˚uffl ¯sfi¯sfi˚iffl f `eṡfi˚t ˚u‹n˚i˜f´o˘r‹m`é›m`e›n˚t `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e.

D’˚u‹n`e ˜f´a`ç´o“nffl ¯sfi˚i‹m˚i˜l´a˚i˚r`e, `o“nffl `d˚i˚t `qfi˚uffl’˚u‹n`e ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e F `d`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s `d`e X

`d`a‹n¯s Rn `eṡfi˚t ˚u‹n˚i˜f´o˘r‹m`é›m`e›n˚t `é´qfi˚u˚i`c´o“n˚tˇi‹n˚u`e ¯sfi˚iffl ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t ε > 0 ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e
δ > 0 ˚t´e¨l `qfi˚u`e d(x, y) < δ ˚i‹m¯p˜lˇi`qfi˚u`e ‖f(x) − f(y)‖ < ε. (L`affl ¯p˚r`op̧˚r˚i`éˇt´é `d`e
`d`éṗ`e›n`dffl ¯p`a¯s `d˚uffl `c‚h`o˘i‹x `d`e ˜l´affl ”n`o˘r‹m`e ¯sfi˚u˚rffl Rn.)
R`e›m`a˚r`qfi˚u`e 2.2.2. ? O”nffl `o˝b˘tˇi`e›n˚t ˜l´affl ”m`ê›m`e `c¨l´a¯sfi¯sfi`e `d`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s `e›nffl

`d`e›m`a‹n`d`a‹n˚t ˜l„˚i‹n`é´g´a˜lˇi˚t´é ”n`o“nffl-¯sfi˚tˇr˚i`cˇt´e d(x, y) 6 δ (¯p`a¯sfi¯sfi`eˇrffl `àffl δ/2).
? O”nffl ˚r`e›m`a˚r`qfi˚u`e `qfi˚u`e ˚t´o˘u˚t´e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl `d`a‹n¯s ˚u‹n`e ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e ˚u‹n˚i˜f´o˘r‹m`é›m`e›n˚t
`é´qfi˚u˚i`c´o“n˚tˇi‹n˚u`e `eṡfi˚t `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e.

? O”nffl ¯p`eˇu˚t `d`é¨fˇi‹n˚i˚rffl `d`e ˜l´affl ”m`ê›m`e ˜f´a`ç´o“nffl ˜l„`é´qfi˚u˚i`c´o“n˚tˇi‹n˚u˚i˚t´é `d`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s `d`e
X `d`a‹n¯s ˚u‹nffl `a˚u˚tˇr`e `eṡfi¯p`a`c´e ”m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e (Y, ρ) : ˜l„˚i‹n`é´g´a˜lˇi˚t´é |f(x)−f(y)| < ε

¯sfi`e ˚r`e›m¯p˜l´a`c´e ¯p`a˚rffl ρ(f(x), f(y)
)
< ε.

? I˜l `eṡfi˚t ˚i‹m¯p`o˘r˚t´a‹n˚t `qfi˚u`e δ ¯sfi`o˘i˚t ˜l´e ”m`ê›m`e ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t´eṡ ˜l´eṡ ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s
f ∈ F .

? O”nffl ¯p`eˇu˚t `d`é¨fˇi‹n˚i˚rffl ˜l„`é´qfi˚u˚i`c´o“n˚tˇi‹n˚u˚i˚t´é `d`a‹n¯s ˚u‹nffl ¯p`o˘i‹n˚t x, `o“nffl ”vˆaffl ˜l„`é›vˆoˆqfi˚u`eˇrffl
¯p˜lˇu¯s ˚t´a˚r`dffl.

L`affl ”n`é´g´a˚tˇi`o“nffl ¯s’`é´cˇr˚i˚t `e›nffl ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi`a‹n˚t ˜l´eṡ `qfi˚u`a‹n˚tˇi˜fˇi`c´a˚t´eˇu˚r¯s `eˇt ˜l´eṡ ˚i‹n`é´g´a˜lˇi˚t´éṡ :
˚u‹n`e ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e F ⊂ C(X) ”nffl’`eṡfi˚t ¯p`a¯s ˚u‹n˚i˜f´o˘r‹m`é›m`e›n˚t `é´qfi˚u˚i`c´o“n˚tˇi‹n˚u`e ¯s’˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e
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ε > 0 ˚t´e¨l `qfi˚u`e ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t δ > 0 ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e›n˚t x, y ∈ X ”vfléˇr˚i˜fˇi`a‹n˚t d(x, y) < δ

”m`a˚i¯s ˚t´e¨lṡ `qfi˚u`e
∃f ∈ F : |f(x)− f(y)| > ε.

E”x´e›m¯p˜l´e 2.2.3. L`affl ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e F = {fn}n∈N `d`eṡ ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s fn(t) = tn ”nffl’`eṡfi˚t
¯p`a¯s ˚u‹n˚i˜f´o˘r‹m`é›m`e›n˚t `é´qfi˚u˚i`c´o“n˚tˇi‹n˚u`e ¯sfi˚u˚rffl [0, 1]. O”nffl ¯p`eˇu˚t ¯p`oşfi`eˇrffl ε = 1/2, `a˜l´o˘r¯s
¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t δ > 0 (`qfi˚uffl’`o“nffl ¯p`eˇu˚t ¯sfi˚u¯p¯p`oşfi`eˇrffl ˚i‹n˜f´éˇr˚i`eˇu˚rffl `àffl 1) `o“nffl ¯p`oşfi`eˇr`affl x = 1,
y = 1− δ `e›nffl `o˝b˘t´e›n`a‹n˚t : |x− y| = δ, ”m`a˚i¯s

|fn(x)− fn(y)| = 1− (1− δ)n → 1, n→∞.

I˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e `d`o“n`c n ∈ N ˚t´e¨l `qfi˚u`e |fn(x)− fn(y)| > 1/2 = ε.

O”nffl ”vˆaffl `cˇi˚t´eˇrffl `d`eˇu‹x `c´o“n`d˚i˚tˇi`o“n¯s ¯sfi˚u˜f¨fˇi¯sfi`a‹n˚t´eṡ.

P̊r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl 2.2.4. S̊iffl ˚t´o˘u˚t´eṡ ˜l´eṡ ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s f ∈ F ¯sfi`o“n˚t ˜lˇi¯p¯sfi`c‚h˚i˚tˇzˇi`e›n‹n`eṡ
`a‹vfle´c ˜l´affl ”m`ê›m`e `c´o“n¯sfi˚t´a‹n˚t´e C > 0, `a˜l´o˘r¯s F `eṡfi˚t ˚u‹n˚i˜f´o˘r‹m`é›m`e›n˚t `é´qfi˚u˚i`c´o“n˚tˇi‹n˚uffl.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. (O”nffl ¯sfi˚u¯p¯p`oşfi`e `qfi˚u`e ”n`oş ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s ¯sfi`o“n˚t `àffl ”vˆa˜l´eˇu˚r¯s `d`a‹n¯s
Rn.) S̊iffl d(x, y) < δ, `o“nffl `affl `a˜l´o˘r¯s ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t´e f ∈ F

‖f(x)− f(y)‖ 6 Cd(x, y) < Cδ.

P̀o˘u˚rffl ε > 0 `d`o“n‹n`é, ˚i˜l ¯sfi˚u˜f¨fˇi˚t `d`o“n`c `d`e ¯p˚r`e›n`d˚r`e δ = ε/C (`o˘uffl `qfi˚u`e¨l´c´o“n`qfi˚u`e ¯sfi˚iffl
C = 0).

P̊r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl 2.2.5. S̀o˘i˚t X ⊂ Rn ˚u‹n`e ¯p`a˚r˚tˇi`e `o˘u‹vfleˇr˚t´e `c´o“n‹vfle›x´e, `eˇt F
˚u‹n`e ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e `d`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s `d`e `c¨l´a¯sfi¯sfi`e C1 `d`e X `d`a‹n¯s Rm. S̊u¯p¯p`oşfi`o“n¯s `qfi˚uffl’˚i˜l
`e›xˇi¯sfi˚t´e C > 0 ˚t´e¨l `qfi˚u`e

sup
x∈X
‖df(x)‖ 6 C

¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t´e f ∈ F . A˜l´o˘r¯s F `eṡfi˚t ˚u‹n˚i˜f´o˘r‹m`é›m`e›n˚t `é´qfi˚u˚i`c´o“n˚tˇi‹n˚u`e.
E”nffl ¯p`a˚r˚tˇi`cˇu˜lˇi`eˇrffl, ¯sfi˚iffl X = [a, b], `o“nffl ¯sfi˚u¯p¯p`oşfi`e `qfi˚u`e

∀f ∈ F sup
x∈[a,b]

|f ′(x)| 6 C.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. I˜l ¯s’`a`gˇi˚t `dffl’˚u‹n`e `a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl `d˚uffl ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e `dffl’`a`c´cˇr`o˘i¯sfi¯sfi`e-
”m`e›n˚tṡ ˜fˇi‹n˚i¯s `qfi˚uffl’`o“nffl `d`éˇt´a˚i˜l¨l´e. S̀o˘i`e›n˚t x, y ∈ X. O”nffl ¯p`a˚r`a‹m`èˇtˇr`e ˜l´e ¯sfi`e´g›m`e›n˚t
[x, y] : `o“nffl `d`é¨fˇi‹n˚i˚t ˚u‹n`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl γ : [0, 1] → X ¯p`a˚rffl γ(t) = ty + (1 − t)x.
P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t´e f ∈ F , ˜l´affl `c´o“m¯p`oşfi`é´e f ◦γ `eṡfi˚t `d`éˇr˚i‹vˆa˜b˝l´e `d`e `d`éˇr˚i‹vflé´e (f ◦γ)′(t) =

df
(
γ(t)

)
[γ′(t)] = df

(
γ(t)

)
[y − x], `a˜l´o˘r¯s

f(y)− f(x) = f ◦ γ(1)− f ◦ γ(0) =
∫ 1

0
(f ◦ γ)′(t)dt;
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`e›nffl `c‚h`a`qfi˚u`e `c´oˆo˘r`d`o“n‹n`é´e, `c’`eṡfi˚t ˜l´affl ˜f´o˘r‹m˚u˜l´e `d`e Ǹe›w˘t´o“nffl-L`eˇi˜b“n˚i˚tˇz `c¨l´a¯sfi¯sfi˚i`qfi˚u`e.
O”nffl ¯p`eˇu˚t `e›n¯sfi˚u˚i˚t´e ”m`a¯j´o˘r`eˇrffl ˜l„˚i‹n˚t´é´gˇr`a˜l´e :

‖f(y)− f(x)‖ 6
∫ 1

0
‖df
(
γ(t)

)
‖ ‖y − x‖dt 6 C‖x− y‖.

L`eṡ ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s f ∈ F ¯sfi`o“n˚t `a˜l´o˘r¯s ˜lˇi¯p¯sfi`c‚h˚i˚tˇzˇi`e›n‹n`eṡ `d`e ˜l´affl `c´o“n¯sfi˚t´a‹n˚t´e C , `eˇt
`o“nffl `c´o“n`c¨lˇu˚t ¯p`a˚rffl ˜l´affl ¯p˚r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl ¯p˚r`é´c´é´d`e›n˚t´e.

E”x´e›m¯p˜l´e 2.2.6. 1. L`affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl f(t) = t `eṡfi˚t ˚u‹n˚i˜f´o˘r‹m`é›m`e›n˚t `c´o“n˚tˇiffl-
”n˚u`e ¯sfi˚u˚rffl R : `o“nffl ¯p`oşfi`e δ = ε.

2. L`affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl f(t) = t2 ”nffl’`eṡfi˚t ¯p`a¯s ˚u‹n˚i˜f´o˘r‹m`é›m`e›n˚t `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e ¯sfi˚u˚rffl R :
¯p`o˘u˚rffl δ > 0 `eˇt ˚t´o˘u˚t x ∈ R, `o“nffl `affl

f(x+ δ)− f(x) = (x+ δ)2 − x2 > 2δx→ +∞, x→ +∞,

`o“nffl ”n`e ¯p`eˇu˚t `d`o“n`c ¯p`a¯s ˜l´e ”m`a¯j´o˘r`eˇrffl ¯p`a˚rffl `a˚u`cˇu‹nffl ε > 0.

L`affl `d`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t´e `eṡfi˚t `d˚i˜f¨f´éˇr`e›n˚t´e `d`e ˜l„`é´qfi˚u˚i`c´o“n˚tˇi‹n˚u˚i˚t´é ˚u‹n˚i˜f´o˘r‹m`e :
`o“nffl ¯p`eˇr‹m`eˇt `àffl δ > 0 `d`e `d`éṗ`e›n`d˚r`e `d`e x, ”m`a˚i¯s ˚t´o˘u¯j´o˘u˚r¯s ¯p`a¯s `d`e f .

D`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl 2.2.7. S̀o˘i˚t F ⊂ C(X,Rn) ˚u‹n`e ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e `d`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s ¯sfi˚u˚rffl ˚u‹nffl
`eṡfi¯p`a`c´e ”m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e (X, d). E˜l¨l´e `eṡfi˚t `d˚i˚t´e `é´qfi˚u˚i`c´o“n˚tˇi‹n˚u`e ¯sfi˚iffl ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t ε > 0 `eˇt
˚t´o˘u˚t x ∈ X ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e δ > 0 ˚t´e¨l `qfi˚u`e ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t y ∈ X

d(x, y) < δ ⇒ ∀f ∈ F ‖f(x)− f(y)‖ < ε.

P̀o˘u˚rffl ˚u‹n`e ¯sfi`eˇu˜l´e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl, ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t `eṡfi˚t `c´o“n‹n˚uffl `d˚uffl `c´o˘u˚r¯s
`d`eṡ `eṡfi¯p`a`c´eṡ ”m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`eṡ :

T‚h`é´o˘r`è›m`e 2.2.8. S̊iffl ˜l„`eṡfi¯p`a`c´e ”m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e K `eṡfi˚t `c´o“m¯p`a`cˇt, `a˜l´o˘r¯s ˚t´o˘u˚t´e
˜f´a‹m˚i˜l¨l´e F ⊂ C(K,Rn) `é´qfi˚u˚i`c´o“n˚tˇi‹n˚u`e `eṡfi˚t ˚u‹n˚i˜f´o˘r‹m`é›m`e›n˚t `é´qfi˚u˚i`c´o“n˚tˇi‹n˚u`e.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. S̊u¯p¯p`oşfi`o“n¯s ˜l´e `c´o“n˚tˇr`a˚i˚r`e : ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e F ⊂ C(K,Rn) `é´qfi˚u˚iffl-
`c´o“n˚tˇi‹n˚u`e ”m`a˚i¯s ”n`o“nffl ˚u‹n˚i˜f´o˘r‹m`é›m`e›n˚t `é´qfi˚u˚i`c´o“n˚tˇi‹n˚u`e. I˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e `a˜l´o˘r¯s ε > 0 ˚t´e¨l
`qfi˚u`e ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t δ > 0 `o“nffl ¯p`eˇu˚t ˚tˇr`o˘u‹vfleˇrffl `d`eṡ ¯p`o˘i‹n˚tṡ x, y ∈ K `àffl `d˚i¯sfi˚t´a‹n`c´e
˚i‹n˜f´éˇr˚i`eˇu˚rffl `àffl δ `eˇt f ∈ F ˚t´e¨lṡ `qfi˚u`e ‖f(x) − f(y)‖ > ε. P̀o˘u˚rffl `c‚h`a`qfi˚u`e n ∈ N,
¯p`oşfi`o“n¯s δn = 2−n, `eˇt ¯sfi`o˘i`e›n˚t xn, yn, fn ˚t´e¨lṡ `qfi˚u`e ‖fn(xn)− fn(yn)‖ > ε ”m`a˚i¯s
d(xn, yn) < δn.

P̀a˚rffl `c´o“m¯p`a`cˇi˚t´é, `o“nffl ¯p`eˇu˚t `c‚h`o˘i¯sfi˚i˚rffl ˚u‹n`e ¯sfi`o˘u¯s-¯sfi˚u˚i˚t´e (xnk
) `c´o“n‹vfleˇr`g´e›n˚t´e

”vfleˇr¯s ˚u‹nffl ¯p`o˘i‹n˚t x ∈ K. C`o“m‹m`e d(xn, yn) → 0, `o“nffl `affl `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl ynk
→ x,

k →∞. L`affl ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e F `eṡfi˚t `é´qfi˚u˚i`c´o“n˚tˇi‹n˚u`e `e›nffl x, `a˜l´o˘r¯s ¯p`o˘u˚rffl ˜l´e ”m`ê›m`e ε > 0
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˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e δ > 0 ˚t´e¨l `qfi˚u`e d(x, y) < δ ˚i‹m¯p˜lˇi`qfi˚u`e ‖f(x)− f(y)‖ < ε/3 ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t
f ∈ F .

S̀o˘i˚t N ∈ N ˚t´e¨l `qfi˚u`e xnk
, ynk

∈ B(x, δ) ¯sfi˚iffl k > N . O”nffl `affl `a˜l´o˘r¯s ¯p`o˘u˚rffl `c´eṡ
k

‖fnk
(xnk

)− fnk
(ynk

)‖ 6 ‖fnk
(xnk

)− fnk
(x)‖+ ‖fnk

(x)− fnk
(ynk

)‖ < 2ε/3,

`c´e `qfi˚u˚iffl `c´o“n˚tˇr`e´d˚i˚t ˜l´e `c‚h`o˘i‹x `d`e fn ; `c´eˇtˇt´e `c´o“n˚tˇr`a`d˚i`cˇtˇi`o“nffl `d`é›m`o“n˚tˇr`e ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e.

S̊u˚rffl ˜l´eṡ `c´o“m¯p`a`cˇtṡ, `o“nffl ”n`e `d˚i¯sfi˚tˇi‹n`gˇu`e `d`o“n`c ¯p˜lˇu¯s ˜l„`é´qfi˚u˚i`c´o“n˚tˇi‹n˚u˚i˚t´é ˚u‹n˚iffl-
˜f´o˘r‹m`e `o˘uffl ”n`o“nffl.

L’`é´qfi˚u˚i`c´o“n˚tˇi‹n˚u˚i˚t´é `affl `d`eṡ ˚i‹m¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“n¯s ¯sfi˚u˚rffl ˜l´affl `c´o“n‹vfleˇr`g´e›n`c´e :

T‚h`é´o˘r`è›m`e 2.2.9. S̀o˘i˚t (K, d) ˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e ”m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e `c´o“m¯p`a`cˇt `eˇt (fn) ˚u‹n`e
¯sfi˚u˚i˚t´e `é´qfi˚u˚i`c´o“n˚tˇi‹n˚u`e `d`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s `c´o“n‹vfleˇr`g´e›n˚t´e ¯sfi˚i‹m¯p˜l´e›m`e›n˚t ”vfleˇr¯s f ∈ C(X).
A˜l´o˘r¯s ˜l´affl `c´o“n‹vfleˇr`g´e›n`c´e `eṡfi˚t ˚u‹n˚i˜f´o˘r‹m`e.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. F̊i‹x´o“n¯s ε > 0 `eˇt ¯sfi˚u¯p¯p`oşfi`o“n¯s `qfi˚u`e δ > 0 `c´o˘r˚r`eṡfi¯p`o“n`dffl `àffl ε
¯p`a˚rffl ˜l„`é´qfi˚u˚i`c´o“n˚tˇi‹n˚u˚i˚t´é. P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x ∈ K `eˇt y ∈ B(x, δ) `o“nffl `affl `a˜l´o˘r¯s

‖f(x)− f(y)‖ = lim
n→∞

‖fn(x)− fn(y)‖ 6 ε.

P̀a˚rffl ˜l´affl `c´o“n‹vfleˇr`g´e›n`c´e ¯sfi˚i‹m¯p˜l´e, ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x ∈ K ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e nx ∈ N ˚t´e¨l `qfi˚u`e
n > nx ˚i‹m¯p˜lˇi`qfi˚u`e ‖f(x) − fn(x)‖ < ε. L`e ˚r`e´c´o˘u‹v˘r`e›m`e›n˚t `o˘u‹vfleˇr˚t {B(x, δ) :

x ∈ K} `d`e K `a`d‹m`eˇt ˚u‹nffl ¯sfi`o˘u¯s-˚r`e´c´o˘u‹v˘r`e›m`e›n˚t ˜fˇi‹n˚iffl {B(xk, δ) : k = 1, . . . ,m}.
O”nffl ¯p`oşfi`e N = max{nxk

: k = 1, . . . ,m}. P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x ∈ K `o“nffl ˚tˇr`o˘u‹vfle `a˜l´o˘r¯s
k ˚t´e¨l `qfi˚u`e x ∈ B(xk, δ), `eˇt ¯p`o˘u˚rffl n > N `o“nffl `affl

‖f(x)− fn(x)‖ 6 ‖f(x)− f(xk)‖+ ‖f(xk)− fn(xk)‖+ ‖fn(xk)− fn(x)‖ < 3ε,

`c´e `qfi˚u˚iffl `d`é›m`o“n˚tˇr`e ˜l´affl `c´o“n‹vfleˇr`g´e›n`c´e ˚u‹n˚i˜f´o˘r‹m`e.

2.2.2 T‚h`é´o˘r`è›m`e `dffl’A˚r˚z´e¨l´àffl-Aṡfi`c´o˝lˇiffl
L`e ˜l´e›m‹m`e ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t `eṡfi˚t `e›nffl ˜f´a˚i˚t ˚u‹nffl ˚r`a¯p¯p`e¨l :

L`e›m‹m`e 2.2.10. T`o˘u˚t `eṡfi¯p`a`c´e ”m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e `c´o“m¯p`a`cˇt `eṡfi˚t ¯sfi`éṗ`a˚r`a˜b˝l´e (`c’`eṡfi˚t-
`àffl-`d˚i˚r`e ˚i˜l `c´o“n˚tˇi`e›n˚t ˚u‹n`e ¯p`a˚r˚tˇi`e `d`é›n`o“m˜b˘r`a˜b˝l´e `d`e›n¯sfi`e).

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. S̊u¯p¯p`oşfi`o“n¯s `qfi˚u`e (K, d) `eṡfi˚t `c´o“m¯p`a`cˇt. P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t n, ¯p`oşfi`o“n¯s
εn = 2−n ; ˜l´e `c´o“m¯p`a`cˇt K `a`d‹m`eˇt ˚u‹nffl εn-˚r`éṡfi`e´a˚uffl ˜fˇi‹n˚iffl `qfi˚uffl’`o“nffl ”n`o˘t´eˇr`affl Rn. S̀o˘i˚t
D = ∪n∈NRn. C’`eṡfi˚t ˚u‹n`e ¯p`a˚r˚tˇi`e `d`é›n`o“m˜b˘r`a˜b˝l´e `d`e K. D`e ¯p˜lˇu¯s, ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t
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x ∈ K `eˇt ˚t´o˘u˚t ε > 0 ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e n ∈ N ˚t´e¨l `qfi˚u`e 2−n < ε, `eˇt `o“nffl ¯p`eˇu˚t ˚tˇr`o˘u‹vfleˇrffl
r ∈ Rn ˚t´e¨l `qfi˚u`e x ∈ B(r, εn) ⊂ B(r, ε). L’`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e D `eṡfi˚t `d`o“n`c `d`e›n¯sfi`e `d`a‹n¯s
K.

(˜fˇi‹nffl `d˚uffl `c´o˘u˚r¯s 9)
R`e›m`a˚r`qfi˚u`e 2.2.11. C`eˇtˇt´e `a¯sfi¯sfi`eˇr˚tˇi`o“nffl ”nffl’`eṡfi˚t ¯p˜lˇu¯s ”v˘r`a˚i`e `d`a‹n¯s ˜l´e `c´a¯s `g´é-

”n`éˇr`a˜l `dffl’˚u‹nffl `c´o“m¯p`a`cˇt ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`qfi˚u`e. O”nffl ¯sfi`a˚i˚t `qfi˚u`e, ¯p`a˚rffl `e›x´e›m¯p˜l´e, [0, 1]N `eˇt
(`éˇt´o“n‹n`a‹m‹m`e›n˚t) [0, 1]R ¯sfi`o“n˚t ¯sfi`éṗ`a˚r`a˜b˝l´eṡ, ”m`a˚i¯s [0, 1]RR ”n`e ˜l„`eṡfi˚t ¯p˜lˇu¯s.
L`e›m‹m`e 2.2.12. S̀o˘i˚t (X, d) ˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e ”m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e `eˇt (fn) ˚u‹n`e ¯sfi˚u˚i˚t´e

˚u‹n˚i˜f´o˘r‹m`é›m`e›n˚t `é´qfi˚u˚i`c´o“n˚tˇi‹n˚u`e `d`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s `d`e X `d`a‹n¯s Rm, `c´o“n‹vfleˇr`g´e›n˚t´e
¯sfi˚i‹m¯p˜l´e›m`e›n˚t ¯sfi˚u˚rffl ˚u‹n`e ¯p`a˚r˚tˇi`e `d`e›n¯sfi`e D ⊂ X. A˜l´o˘r¯s ˜l´affl ¯sfi˚u˚i˚t´e `c´o“n‹vfleˇr`g´e
¯sfi˚i‹m¯p˜l´e›m`e›n˚t ¯sfi˚u˚rffl X ˚t´o˘u˚t `e›n˚tˇi`eˇrffl ”vfleˇr¯s ˚u‹n`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e.

(S̊iffl X `eṡfi˚t `c´o“m¯p`a`cˇt, `c´eˇtˇt´e `c´o“n‹vfleˇr`g´e›n`c´e `eṡfi˚t ˚u‹n˚i˜f´o˘r‹m`e.)
D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. P̀o˘u˚rffl ε > 0, ¯sfi`o˘i˚t δ > 0 ˚t´e¨l `qfi˚u`e ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x, y ∈ X

d(x, y) < δ ˚i‹m¯p˜lˇi`qfi˚u`e ‖fn(x)− fn(y)‖ < ε ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t n.
S̀o˘i˚t x ∈ K. I˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e r ∈ D ˚t´e¨l `qfi˚u`e d(x, r) < δ. P̀a˚rffl ˜l„˛h‹yṗ`o˘t‚h`èṡfi`e, ˚i˜l

`e›xˇi¯sfi˚t´e N ∈ N ˚t´e¨l `qfi˚u`e ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t n,m > N `o“nffl `affl ‖fn(r) − fm(r)‖ < ε. I˜l
`e›nffl ¯sfi˚u˚i˚t `a˜l´o˘r¯s
‖fn(x)− fm(x)‖ 6 ‖fn(x)− fn(r)‖+ ‖fn(r)− fm(r)‖+ ‖fm(r)− fm(x)‖ < 3ε.

O”nffl `c´o“n`c¨lˇu˚t `qfi˚u`e (fn(x)
) `eṡfi˚t ˚u‹n`e ¯sfi˚u˚i˚t´e `d`e C`a˚u`c‚h‹y `eˇt `e¨l¨l´e `c´o“n‹vfleˇr`g´e `d`o“n`c

”vfleˇr¯s ˚u‹n`e ˜lˇi‹m˚i˚t´e `qfi˚uffl’`o“nffl ¯p`eˇu˚t ”n`o˘t´eˇrffl f(x).
S̀o˘i˚t δ > 0 `c‚h`o˘i¯sfi˚iffl ¯p`a˚rffl ˜l„`é´qfi˚u˚i`c´o“n˚tˇi‹n˚u˚i˚t´é ¯p`a˚rffl ˚r`a¯p¯p`o˘r˚t `àffl ε > 0. P̀o˘u˚rffl

˚t´o˘u˚t x, y ∈ K `o“nffl `affl
‖f(x)− f(y)‖ = lim

n→∞
‖fn(x)− fn(y)‖ 6 ε,

`d`o“n`c f `eṡfi˚t `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl `é´qfi˚u˚i`c´o“n˚tˇi‹n˚u`e `eˇt `e›nffl ¯p`a˚r˚tˇi`cˇu˜lˇi`eˇrffl `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e.

T‚h`é´o˘r`è›m`e 2.2.13 (A˚r˚z´e¨l´àffl-Aṡfi`c´o˝lˇiffl). S̀o˘i˚t K ˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e ”m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e `c´o“mffl-
¯p`a`cˇt. U”n`e ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e F ⊂ C(K,Rm) `eṡfi˚t ˚r`e¨l´a˚tˇi‹vfle›m`e›n˚t `c´o“m¯p`a`cˇt ¯sfi˚iffl `eˇt ¯sfi`eˇu˜l´e-
”m`e›n˚t ¯sfi˚iffl

? F `eṡfi˚t ˚u‹n˚i˜f´o˘r‹m`é›m`e›n˚t ˜bˆo˘r‹n`é´e : sup{‖f‖∞ : f ∈ F} <∞ ;
? F `eṡfi˚t `é´qfi˚u˚i`c´o“n˚tˇi‹n˚u`e.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. ⇒ S̊u¯p¯p`oşfi`o“n¯s `qfi˚u`e F ⊂ C(K) `eṡfi˚t ˚r`e¨l´a˚tˇi‹vfle›m`e›n˚t `c´o“mffl-
¯p`a`cˇt, `c’`eṡfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e ¯sfi`o“nffl `a`d˛h`éˇr`e›n`c´e F̄ `eṡfi˚t `c´o“m¯p`a`cˇt. L`affl ”n`o˘r‹m`e `eṡfi˚t ˚u‹n`e ˜f´o“n`c-
˚tˇi`o“nffl `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e ¯sfi˚u˚rffl C(K), `e¨l¨l´e `eṡfi˚t `d`o“n`c ˜bˆo˘r‹n`é´e ¯sfi˚u˚rffl F̄ `eˇt F `eṡfi˚t ˚u‹n˚i˜f´o˘rffl-
”m`é›m`e›n˚t ˜bˆo˘r‹n`é´e.
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P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t ε > 0 ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e ˚u‹nffl ε/3-˚r`éṡfi`e´a˚uffl ˜fˇi‹n˚iffl {f1, . . . , fm} `d`a‹n¯s F .
T`o˘u˚t´e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e `eṡfi˚t `é´qfi˚u˚i`c´o“n˚tˇi‹n˚u`e, ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e›n˚t `d`o“n`c δk > 0, k =

1, . . . ,m, ˚t´e¨lṡ `qfi˚u`e d(x, y) < δk ˚i‹m¯p˜lˇi`qfi˚u`e ‖fk(x) − fk(y)‖ < ε/3. P̀oşfi`o“n¯s
δ = min{δk : 1 6 k 6 m}. S̀o˘i`e›n˚t ”m`a˚i‹n˚t´e›n`a‹n˚t x, y ∈ K `a‹vfle´c d(x, y) < δ `eˇt
f ∈ F . O”nffl `c‚h`o˘i¯sfi˚i˚t k ∈ {1, . . . ,m} ˚t´e¨l `qfi˚u`e ‖f − fk‖∞ < ε/3, `eˇt `a˜l´o˘r¯s

‖f(x)− f(y)‖ 6 ‖f(x)− fk(x)‖+ ‖fk(x)− fk(y)‖+ ‖fk(y)− f(y)‖ < ε.

C`e¨l´affl ”m`o“n˚tˇr`e `qfi˚u`e F `eṡfi˚t `é´qfi˚u˚i`c´o“n˚tˇi‹n˚u`e.
⇐ O”nffl ”vˆaffl ”m`o“n˚tˇr`eˇrffl `qfi˚u`e ˚t´o˘u˚t´e ¯sfi˚u˚i˚t´e (fn) `d`a‹n¯s F `a`d‹m`eˇt ˚u‹n`e ¯sfi`o˘u¯s-

¯sfi˚u˚i˚t´e `c´o“n‹vfleˇr`g´e›n˚t´e (`e›nffl ”n`o˘r‹m`e ˚u‹n˚i˜f´o˘r‹m`e). T`o˘u˚t´e ˜l´affl `c´o“m¯p˜l´e›xˇi˚t´é `eṡfi˚t `d`éj̇´àffl
`d`a‹n¯s ˜l´affl `c´o“n‹vfleˇr`g´e›n`c´e ¯sfi˚i‹m¯p˜l´e.

S̀o˘i˚t D ⊂ K ˚u‹n`e ¯p`a˚r˚tˇi`e `d`e›n¯sfi`e `d`é›n`o“m˜b˘r`a˜b˝l´e, D = {dn : n ∈ N} (`o˘uffl
˜b˘i`e›nffl D = {dn : n 6 N} ¯sfi˚iffl D `eṡfi˚t ˜fˇi‹n˚iffl). P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t t ∈ D, ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e
{fn(t) : f ∈ F} `eṡfi˚t ˜bˆo˘r‹n`é `d`a‹n¯s Rm ¯p`a˚rffl ˜l„˛h‹yṗ`o˘t‚h`èṡfi`e (`o“nffl `affl ‖f(t)‖ 6 C

¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t´e f ∈ F ), `o“nffl ¯p`eˇu˚t `d`o“n`c `e›nffl `c‚h`o˘i¯sfi˚i˚rffl ˚u‹n`e ¯sfi˚u˚i˚t´e `c´o“n‹vfleˇr`g´e›n˚t´e.
O”nffl `c´o“m‹m`e›n`c´e ¯p`a˚rffl `e›nffl `c‚h`o˘i¯sfi˚i˚rffl ˚u‹n`e ˚t´e¨l¨l´e `qfi˚u`e fnk

(d0) `c´o“n‹vfleˇr`g´e ; `o“nffl ”n`o˘t´e
f0,k = fnk

. O”nffl ¯p˚r`oˆc´è´d`e `e›n¯sfi˚u˚i˚t´e ¯p`a˚rffl ˚r`é´cˇu˚r˚r`e›n`c´e : `d`e `c‚h`a`qfi˚u`e ¯sfi˚u˚i˚t´e fm,n `o“nffl
`c‚h`o˘i¯sfi˚i˚t ˚u‹n`e ¯sfi`o˘u¯s-¯sfi˚u˚i˚t´e fm+1,k = fm,nk

˚t´e¨l¨l´e `qfi˚u`e fm+1,k(dm+1) `c´o“n‹vfleˇr`g´e.
A `c‚h`a`qfi˚u`e `éˇt´a¯p`e, `o“nffl `g´a˚r`d`e ˜l´affl `c´o“n‹vfleˇr`g´e›n`c´e `e›nffl dj ¯p`o˘u˚rffl j 6 m `c´a˚rffl fm+1,k

`eṡfi˚t ˚u‹n`e ¯sfi`o˘u¯s-¯sfi˚u˚i˚t´e `d`e `c‚h`a`qfi˚u`e fj,n, j 6 m.
S̊iffl D `eṡfi˚t ˜fˇi‹n˚iffl, `a˜l´o˘r¯s K = D `eṡfi˚t ˜fˇi‹n˚iffl ; ˜l´e ¯p˚r`oˆc´é´d`é `d`e ˚r`é´cˇu˚r˚r`e›n`c´e ¯s’`a˚r˚r`êˇt´e

¯sfi˚u˚rffl m+ 1 = N `eˇt ˜l´affl ¯sfi˚u˚i˚t´e fN,k `eṡfi˚t `c´o“n‹vfleˇr`g´e›n˚t´e `e›nffl `c‚h`a`qfi˚u`e d ∈ D, `d`o“n`c
`c´o“n‹vfleˇr`g´e›n˚t´e ¯sfi˚u˚rffl K.

S̊i‹n`o“nffl `o“nffl `c‚h`o˘i¯sfi˚i˚t ˚u‹n`e ¯sfi˚u˚i˚t´e «d˚i`a`g´o“n`a˜l´e» gn = fn,n. P̀o˘u˚rffl `c‚h`a`qfi˚u`e m, `c´e¨l´affl
`d`e›v˘i`e›n˚t ˚u‹n`e ¯sfi`o˘u¯s-¯sfi˚u˚i˚t´e `d`e fm,n `àffl ¯p`a˚r˚tˇi˚rffl `d`e n = m, ˜l´affl ¯sfi˚u˚i˚t´e (gn(dm)

)
`eṡfi˚t `d`o“n`c `c´o“n‹vfleˇr`g´e›n˚t´e ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t m. P̀a˚rffl L`e›m‹m`e 2.2.12, (gn) `c´o“n‹vfleˇr`g´e
¯sfi˚i‹m¯p˜l´e›m`e›n˚t ¯sfi˚u˚rffl K ”vfleˇr¯s ˚u‹n`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e g. P̀a˚rffl P̊r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl
2.2.9, ˜l´affl `c´o“n‹vfleˇr`g´e›n`c´e `eṡfi˚t ˚u‹n˚i˜f´o˘r‹m`e.

(˜fˇi‹nffl `d˚uffl `c´o˘u˚r¯s 10)
I˜l `e›nffl ¯sfi˚u˚i˚t `qfi˚u`e F̄ `eṡfi˚t `c´o“m¯p`a`cˇt : ¯sfi˚iffl (fn) `eṡfi˚t ˚u‹n`e ¯sfi˚u˚i˚t´e `d`a‹n¯s F̄ , `o“nffl ¯p`eˇu˚t

`c‚h`o˘i¯sfi˚i˚rffl ¯p`o˘u˚t ˚t´o˘u˚t n ∈ N∗ ˚u‹n`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl gn ∈ F ˚t´e¨l¨l´e `qfi˚u`e ‖fn−gn‖∞ < 1/n ;
¯p`a˚rffl `c´e `qfi˚u˚iffl ¯p˚r`é´c´è´d`e, ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e ˚u‹n`e ¯sfi`o˘u¯s-¯sfi˚u˚i˚t´e (gnk

) `c´o“n‹vfleˇr`g´e›n˚t´e, ”vfleˇr¯s ˚u‹n`e
˜lˇi‹m˚i˚t´e g, `eˇt `o“nffl `a˚u˚r`affl `a˜l´o˘r¯s ‖g − fnk

‖∞ 6 ‖g − gnk
‖∞ + ‖gnk

− fnk
‖∞ → 0,

k →∞.

L’`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ¯sfi`a‹n¯s `d`o˘u˚t´e ˜l´affl ¯p˜lˇu¯s ˚i‹m¯p`o˘r˚t´a‹n˚t´e `eṡfi˚t `d`o“n‹n`é´e `d`a‹n¯s ˜l´affl
¯sfi˚u˚i˚t´e.
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T‚h`é´o˘r`è›m`e 2.2.14 (P̀é´a‹n`o). S̀o˘i˚t U ˚u‹nffl `o˘u‹vfleˇr˚t ˜bˆo˘r‹n`é `d`a‹n¯s Rm+1, `eˇt
¯sfi`o˘i˚t f : Ū → Rm ˚u‹n`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e. A˜l´o˘r¯s ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t (x0, y0) ∈ U

˜l„`é´qfi˚u`a˚tˇi`o“nffl `d˚i˜f¨f´éˇr`e›n˚tˇi`e¨l¨l´e
y′(x) = f

(
x, y(x)

)
`a`d‹m`eˇt ˚u‹n`e ¯sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“nffl y ¯sfi˚u˚rffl ˚u‹nffl ¯sfi`e´g›m`e›n˚t [x0, x0 + h] ˚t´e¨l¨l´e `qfi˚u`e y(x0) = y0.
D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. O”nffl `c´o“m‹m`e›n`c´e ¯p`a˚rffl `d`é¨lˇi‹m˚i˚t´eˇrffl ˜l´e ”vˆo˘i¯sfi˚i‹n`a`g´e `d`e x0 `o˘ùffl ¯sfi`eˇr`affl
`d`é¨fˇi‹n˚i`e ˜l´affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl y. T`o˘u˚t´eṡ ˜l´eṡ ”n`o˘r‹m`eṡ `éˇt´a‹n˚t `é´qfi˚u˚i‹vˆa˜l´e›n˚t´eṡ ¯sfi˚u˚rffl Rm+1,
`o“nffl `c‚h`o˘i¯sfi˚i˚t ˜l´affl ”n`o˘r‹m`e ‖·‖∞ `eˇt ˜l´affl `d˚i¯sfi˚t´a‹n`c´e `a¯sfi¯sfi`oˆcˇi`é´e. I˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e r > 0 ˚t´e¨l `qfi˚u`e
K = B

(
(x0, y0), r) `eṡfi˚t `c´o“n˚t´e›n˚uffl `d`a‹n¯s U . Ǹo˘t´o“n¯s M = sup(x,y)∈K ‖f(x, y)‖.

S̊iffl M = 0 ˚i˜l ”nffl’”y `affl ˚r˚i`e›nffl `àffl `d`é›m`o“n˚tˇr`eˇrffl, `o“nffl ¯p`oşfi`e y ≡ y0. O”nffl ¯p`eˇu˚t ¯sfi˚u¯p¯p`oşfi`eˇrffl
`a˜l´o˘r¯s M > 0 `eˇt `o“nffl ¯p`oşfi`e h = r/max(M, 1) `eˇt I = [x0, x0 + h].

O”nffl `d`é¨fˇi‹n˚i˚t `e›n¯sfi˚u˚i˚t´e `d`eṡ ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s un, n ∈ N, `d`e I `d`a‹n¯s Rm. P̀o˘u˚rffl
n = 0, `o“nffl ¯p`oşfi`e u0 ≡ y0. P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t n > 1 `eˇt x ∈ I , `o“nffl ¯p˚r`oˆc´è´d`e ¯p`a˚rffl
˚r`é´cˇu˚r˚r`e›n`c´e (`e›nffl k, `a‹vfle´c n ˜fˇi‹x´e) ¯sfi˚u˚rffl `d`eṡ ¯sfi`e´g›m`e›n˚tṡ ¯sfi˚u`c´c´eṡfi¯sfi˚i˜fṡ : un ≡ y0

¯sfi˚u˚rffl [x0, x0 + h
n ], `eˇt ¯sfi˚iffl un `eṡfi˚t `d`é¨fˇi‹n˚i`e ¯sfi˚u˚rffl [x0 + (k−1)h

n , x0 + kh
n ], k > 1, `o“nffl

¯p`oşfi`e ¯p`o˘u˚rffl x ∈]x0 + kh
n , x0 + (k+1)h

n ] ∩ I

un(x) = y0 +
∫ x−h/n

x0

f
(
t, un(t)

)
dt. (2.2)

L`affl ¯p`a˚r˚tˇi`e `d˚r`o˘i˚t´e `eṡfi˚t ˜b˘i`e›nffl `d`é¨fˇi‹n˚i`e ¯sfi˚iffl (t, un(t)
)
∈ U ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t t. C’`eṡfi˚t

`é›v˘i`d`e›n˚t ¯p`o˘u˚rffl n = 0 `eˇt ¯p`o˘u˚rffl x ∈ [x0, x0 + h
n ]. P̀o˘u˚rffl n > 1 `o“n˚t ¯p˚r`oˆc´è´d`e

¯p`a˚rffl ˚r`é´cˇu˚r˚r`e›n`c´e : ¯sfi˚iffl (t, un(t)
)
∈ U ¯p`o˘u˚rffl t ∈ [x0, x0 + kh

n ], `a˜l´o˘r¯s un(x) `eṡfi˚t
˜b˘i`e›nffl `d`é¨fˇi‹n˚iffl ¯p`o˘u˚rffl x ∈]x0 + kh

n , x0 + (k+1)h
n ] ∩ I , `eˇt `o“nffl `affl

‖un(x)− y0‖ 6
∫ x−h/n

x0

‖f
(
t, un(t)

)
‖dt 6M |x− x0| 6Mh 6 r.

C`o“m‹m`e |x−x0| 6 h 6 r, `o“nffl `affl `d`o“n`c (x, un(x)) ∈ K. O”nffl ¯p`eˇu˚t `d`o“n`c `d`é¨fˇi‹n˚i˚rffl
un ¯sfi˚u˚rffl I.

L`eṡ ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s (un) ¯sfi`o“n˚t ˜lˇi¯p¯sfi`c‚h˚i˚tˇzˇi`e›n‹n`eṡ : ¯sfi˚iffl x1, x2 ∈ I `a‹vfle´c x1 < x2,
`a˜l´o˘r¯s ˜l´eṡ `c´a¯s ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚tṡ ¯sfi`o“n˚t ¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˝l´eṡ :

? x1, x2 ∈ [x0, x0 + h
n ], `a˜l´o˘r¯s u(x1)− u(x2) = 0 ;

? x1 ∈ [x0, x0 + h
n ] ”m`a˚i¯s x2 > x0 + h

n (`o˘uffl ˜l´e `c´a¯s ¯sfi‹y›m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e), `a˜l´o˘r¯s

‖un(x2)−un(x1)‖ =
∥∥∥∫ x2−h/n

x0

f
(
t, un(t)

)
dt
∥∥∥ 6M

∣∣x2−
h

n
−x0

∣∣ 6M |x2−x1|;

? x1 > x0 + h
n `a˚u`qfi˚u`e¨l `c´a¯s

‖un(x1)− un(x2)‖ =
∥∥∥∫ x2−h/n

x1−h/n
f
(
t, un(t)

)
dt
∥∥∥ 6M |x1 − x2|.
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L`eṡ ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s (un) ¯sfi`o“n˚t `d`o“n`c `é´qfi˚u˚i`c´o“n˚tˇi‹n˚u`eṡ. E˜l¨l´eṡ ¯sfi`o“n˚t ˜bˆo˘r‹n`é´eṡ `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl
˚u‹n˚i˜f´o˘r‹m`é›m`e›n˚t :

‖un(x)‖ 6 ‖y0‖+ ‖un(x)− y0‖ 6 ‖y0‖+M |x− x0| 6 ‖y0‖+Mh = ‖y0‖+ r.

L’`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e {un : n ∈ N} `eṡfi˚t `d`o“n`c ˚r`e¨l´a˚tˇi‹vfle›m`e›n˚t `c´o“m¯p`a`cˇt `d`a‹n¯s C(I,Rm)

¯p`a˚rffl ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e `dffl’A˚r˚z´e¨l´àffl-Aṡfi`c´o˝lˇiffl, `eˇt `o“nffl ¯p`eˇu˚t `c‚h`o˘i¯sfi˚i˚rffl ˚u‹n`e ¯sfi˚u˚i˚t´e (unk
)

`c´o“n‹vfleˇr`g´e›n˚t´e ˚u‹n˚i˜f´o˘r‹m`é›m`e›n˚t ”vfleˇr¯s ˚u‹n`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e y.
E”nffl ¯p`a¯sfi¯sfi`a‹n˚t `àffl ˜l´affl ˜lˇi‹m˚i˚t´e (¯p`a˚rffl ¯sfi`o˘u¯s-¯sfi˚u˚i˚t´e) `d`a‹n¯s (2.2), – `eˇt ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t

x ∈ I , x 6= x0 `o“nffl ¯p`eˇu˚t `a¯p¯p˜lˇi`qfi˚u`eˇrffl `c´eˇtˇt´e ˜f´o˘r‹m˚u˜l´e `àffl ¯p`a˚r˚tˇi˚rffl `d`e `c´eˇr˚t´a˚i‹nffl n
– `o“nffl `o˝b˘tˇi`e›n˚t y(x) `àffl `g´a˚u`c‚h`e, `eˇt

y0 + lim
k→∞

[ ∫ x

x0

f
(
t, unk

(t)
)
dt−

∫ x

x−h/nk

f
(
t, unk

(t)
)
dt
]

`àffl `d˚r`o˘i˚t´e. L`affl `d`eˇu‹xˇi`è›m`e ˚i‹n˚t´é´gˇr`a˜l´e `eṡfi˚t ”m`a¯j´o˘r`é´e ¯p`a˚rffl M h
nk

`eˇt ˚t´e›n`dffl ”vfleˇr¯s 0.
D`a‹n¯s ˜l´affl ¯p˚r`e›m˚i`èˇr`e, ˜l´eṡ ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s t 7→ f

(
t, unk

(t)
) `c´o“n‹vfleˇr`g´e›n˚t ¯sfi˚i‹m¯p˜l´e›m`e›n˚t

”vfleˇr¯s t 7→ f
(
t, y(t)

) `eˇt ¯sfi`o“n˚t ”m`a¯j´o˘r`é´eṡ ¯p`a˚rffl M , `d`o“n`c `o“nffl ¯p`eˇu˚t `a¯p¯p˜lˇi`qfi˚u`eˇrffl ˜l´e
˚t‚h`é´o˘r`è›m`e `d`e ˜l´affl `c´o“n‹vfleˇr`g´e›n`c´e `d`o“m˚i‹n`é´e ¯p`o˘u˚rffl `c´o“n`c¨lˇu˚r`e `qfi˚u`e

y(x) = y0 +
∫ x

x0

f
(
t, y(t)

)
dt.

L`affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl y `eṡfi˚t `d`o“n`c `d`éˇr˚i‹vˆa˜b˝l´e `d`e `d`éˇr˚i‹vflé´e

y′(x) = f
(
x, y(x)

)
,

`c’`eṡfi˚t `a˜l´o˘r¯s ˚u‹n`e ¯sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“nffl `d˚uffl ¯p˚r`o˝b˝l´è›m`e `d`e C`a˚u`c‚h‹y `e›nffl `qfi˚u`eṡfi˚tˇi`o“nffl.

A”vfle´c `d`eṡ ”m`oˆd˚i˜fˇi`c´a˚tˇi`o“n¯s ”m˚i‹n`eˇu˚r`eṡ, `o“nffl ¯p`eˇu˚t `c´o“n¯sfi˚tˇr˚u˚i˚r`e ˚u‹n`e ¯sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“nffl
¯sfi˚u˚rffl ˚u‹nffl ¯sfi`e´g›m`e›n˚t [x0 − h, x0 + h] `d`o“n˚t x0 `eṡfi˚t ˚u‹nffl ¯p`o˘i‹n˚t ˚i‹n˚t´éˇr˚i`eˇu˚rffl : ¯sfi˚iffl
un `eṡfi˚t `d`é¨fˇi‹n˚i`e ¯sfi˚u˚rffl [x0 − kh

n , x0 − (k−1)h
n ], k > 0, `o“nffl ¯p`oşfi`e ¯p`o˘u˚rffl x ∈ [x0 −

(k+1)h
n , x0 − kh

n ] ∩ I

un(x) = y0 +
∫ x+h/n

x0

f
(
t, un(t)

)
dt (2.3)

(`àffl ”n`o˘t´eˇrffl, x0 > x + h
n ¯sfi˚iffl x < x0 − h

n ), `e›nffl ”m`o“n˚tˇr`a‹n˚t ¯p`a˚rffl ˚r`é´cˇu˚r˚r`e›n`c´e `qfi˚u`e
˜l„˚i‹n˚t´é´gˇr`a˜l´e `eṡfi˚t ˜b˘i`e›nffl `d`é¨fˇi‹n˚i`e.
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C‚h`a¯p˚i˚tˇr`e 3

Oṗ`éˇr`a˚t´eˇu˚r¯s

3.1 T‚h`é´o˘r`è›m`e `d`e B`a˚i˚r`e
C`e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e `affl `d`e ”n`o“m˜b˘r`eˇu¯sfi`eṡ `a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“n¯s, `eˇt `qfi˚u`e¨l´qfi˚u`eṡ `é›n`o“n`c´éṡ `d˚i˜f-

˜f´éˇr`e›n˚tṡ. O”nffl `c´o“m‹m`e›n`c´e ¯p`a˚rffl ˜l´e ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t :
T‚h`é´o˘r`è›m`e 3.1.1. S̀o˘i˚t E ˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e ”m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e `c´o“m¯p˜l´eˇt. S̊iffl E = ∪

n∈N
Fn

`o˘ùffl ˚t´o˘u˚t Fn `eṡfi˚t ˜f´eˇr‹m`é, `a˜l´o˘r¯s ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e N ∈ N ˚t´e¨l `qfi˚u`e FN `c´o“n˚tˇi`e›n˚t ˚u‹n`e
˜bˆo˘u˜l´e `o˘u‹vfleˇr˚t´e (`a˚u˚tˇr`e›m`e›n˚t `d˚i˚t, FN `affl ˜l„˚i‹n˚t´éˇr˚i`eˇu˚rffl ”n`o“nffl-”v˘i`d`e).
D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. S̊u¯p¯p`oşfi`o“n¯s `qfi˚u`e ˜l„˚i‹n˚t´éˇr˚i`eˇu˚rffl `d`e Fn `eṡfi˚t ”v˘i`d`e ¯p`o˘u˚rffl `c‚h`a`qfi˚u`e
n. E”nffl ¯p`a˚r˚tˇi`cˇu˜lˇi`eˇrffl, F0 6= E, `o“nffl ¯p`eˇu˚t `d`o“n`c `c‚h`o˘i¯sfi˚i˚rffl x0 ∈ E \F0. C`o“m‹m`e F0

`eṡfi˚t ˜f´eˇr‹m`é, ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e ε′0 > 0 ˚t´e¨l `qfi˚u`e B(x0, ε
′
0) ⊂ E\F0. E”nffl ¯p`oşfi`a‹n˚t ε0 = ε′0/2,

`o“nffl `o˝b˘tˇi`e›n˚t ˜l„˚i‹n`c¨lˇu¯sfi˚i`o“nffl ¯p`o˘u˚rffl ˜l´affl ˜bˆo˘u˜l´e ˜f´eˇr‹m`é´e : B(x0, ε0) ⊂ E \ F0.
L’˚i‹n˚t´éˇr˚i`eˇu˚rffl `d`e F1 `eṡfi˚t ”v˘i`d`e, `d`o“n`c ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e x1 ∈ B(x0, ε0) \ F1. I˜l `eṡfi˚t

`a˚u¯sfi¯sfi˚iffl ˜f´eˇr‹m`é, ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e `d`o“n`c ε1 > 0 ˚t´e¨l `qfi˚u`e B(x1, ε1) ⊂ E \ F1. O”nffl ¯p`eˇu˚t
`c‚h`o˘i¯sfi˚i˚rffl ε1 `a¯sfi¯sfi`eˇz ¯p`eˇtˇi˚t ¯p`o˘u˚rffl `qfi˚u`e B(x1, ε1) ⊂ B(x0, ε0), `eˇt `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl ε1 < ε0/2.

O”nffl `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e ¯p`a˚rffl ˚r`é´cˇu˚r˚r`e›n`c´e : ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t n, ˜l´affl ˜bˆo˘u˜l´e B(xn, εn) ”nffl’`eṡfi˚t
¯p`a¯s `c´o“n˚t´e›n˚u`e `d`a‹n¯s Fn+1, `o“nffl ¯p`eˇu˚t `d`o“n`c `c‚h`o˘i¯sfi˚i˚rffl xn+1 ∈ B(xn, εn)\Fn+1 `eˇt
`e›n¯sfi˚u˚i˚t´e εn+1 > 0 ˚t´e¨l `qfi˚u`e B(xn+1, εn+1) ⊂ B(xn, εn) \ Fn+1 `eˇt εn+1 < εn/2.

P̀a˚rffl `c´o“n¯sfi˚tˇr˚u`cˇtˇi`o“nffl, m > n ˚i‹m¯p˜lˇi`qfi˚u`e xm ∈ B(xn, εn), `d`o“n`c
d(xn, xm) < εn < ε0/2n. (3.1)

L`affl ¯sfi˚u˚i˚t´e (xn) `eṡfi˚t `d`o“n`c `d`e C`a˚u`c‚h‹y. C`o“m‹m`e E `eṡfi˚t `c´o“m¯p˜l´eˇt, `e¨l¨l´e `c´o“n‹vfleˇr`g´e
”vfleˇr¯s ˚u‹n`e ˜lˇi‹m˚i˚t´e x ∈ E. E”nffl ¯p`a¯sfi¯sfi`a‹n˚t `àffl ˜l´affl ˜lˇi‹m˚i˚t´e `e›nffl m→∞ `d`a‹n¯s (3.1),
`o“nffl `o˝b˘tˇi`e›n˚t d(xn, x) 6 εn. O”nffl `affl `d`o“n`c

x ∈
⋂
n∈N

B(xn, εn) ⊂
⋂
n∈N

(E \ Fn) = E \
⋃
n∈N

Fn.

37



M`a˚i¯s ˜l´e `d`eˇr‹n˚i`eˇrffl `e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `eṡfi˚t ”v˘i`d`e ¯p`a˚rffl ˜l„˛h‹yṗ`o˘t‚h`èṡfi`e. C`eˇtˇt´e `c´o“n˚tˇr`a`d˚i`cˇtˇi`o“nffl
`d`é›m`o“n˚tˇr`e ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e.

R`e›m`a˚r`qfi˚u`e 3.1.2. I˜l `eṡfi˚t ˚i‹m¯p`o˘r˚t´a‹n˚t `dffl’`a‹vˆo˘i˚rffl E `c´o“m¯p˜l´eˇt :

Q =
⋃

m∈Z
n∈N∗

{m
n

}

`eṡfi˚t ˜l´affl ˚r`éˇu‹n˚i`o“nffl `d`é›n`o“m˜b˘r`a˜b˝l´e `d`e ¯sfi˚i‹n`g¨l´eˇt´o“n¯s `qfi˚u˚iffl ¯sfi`o“n˚t ˜f´eˇr‹m`éṡ `àffl ˜l„˚i‹n˚t´éˇr˚i`eˇu˚rffl
”v˘i`d`e. O”nffl ”vˆo˘i˚t `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl ¯sfi˚u˚rffl `c´eˇt `e›x´e›m¯p˜l´e `qfi˚uffl’˚i˜l ”nffl’`e›xˇi¯sfi˚t´e `a˚u`cˇu‹n`e `d˚i¯sfi˚t´a‹n`c´e
`c´o“m¯p˜l´èˇt´e ¯sfi˚u˚rffl Q.

(˜fˇi‹nffl `d˚uffl `c´o˘u˚r¯s 11)
O”nffl `d`o“n‹n`e ˜l´affl ¯p˚r`e›m˚i`èˇr`e `a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl :

T‚h`é´o˘r`è›m`e 3.1.3 (¯sfi`eˇr`affl ˜f´a˚i˚t `e›nffl TD). A˚u`cˇu‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e `d`e B`a‹n`a`c‚hffl `d`e
`d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl ˚i‹n˜fˇi‹n˚i`e ”nffl’`a`d‹m`eˇt `d`e ˜bˆa¯sfi`e (`a˜l´g´é¨b˘r˚i`qfi˚u`e) `d`é›n`o“m˜b˘r`a˜b˝l´e.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. S̊u¯p¯p`oşfi`o“n¯s `qfi˚u`e (en)n∈N `eṡfi˚t ˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e `d`a‹n¯s ˜l„`eṡfi¯p`a`c´e `d`e
B`a‹n`a`c‚hffl E `d`e `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl ˚i‹n˜fˇi‹n˚i`e. L`eṡ ¯sfi`o˘u¯s-`eṡfi¯p`a`c´eṡ ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨lṡ Fn `e›n`g´e›nffl-
`d˚r`éṡ ¯p`a˚rffl {e1, . . . , en} ¯sfi`o“n˚t `d`e `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl ˜fˇi‹n˚i`e, `d`o“n`c `c´o“m¯p˜l´eˇtṡ `d`a‹n¯s ˚t´o˘u˚t´e
”n`o˘r‹m`e `eˇt `e›nffl ¯p`a˚r˚tˇi`cˇu˜lˇi`eˇrffl `d`a‹n¯s ˜l´affl ”n`o˘r‹m`e `d`e E. I˜l `e›nffl ¯sfi˚u˚i˚t `qfi˚uffl’˚i˜lṡ ¯sfi`o“n˚t
˜f´eˇr‹m`éṡ `d`a‹n¯s E. P̀a˚rffl ˜l„˛h‹yṗ`o˘t‚h`èṡfi`e, E = ∪nFn ; ¯p`a˚rffl ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e `d`e B`a˚i˚r`e, ˚i˜l
`e›xˇi¯sfi˚t´e N ˚t´e¨l `qfi˚u`e FN `c´o“n˚tˇi`e›n˚t ˚u‹n`e ˜bˆo˘u˜l´e `o˘u‹vfleˇr˚t´e B(x, ε). L`affl ˜bˆo˘u˜l´e ˜f´eˇr‹m`é´e
B(x, ε) `eṡfi˚t ˚t´o˘u¯j´o˘u˚r¯s `c´o“n˚t´e›n˚u`e `d`a‹n¯s FN `eˇt ˜bˆo˘r‹n`é´e, `e¨l¨l´e `eṡfi˚t `d`o“n`c `c´o“m¯p`a`cˇt´e
(`d`a‹n¯s ˜l´affl ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`e ˚i‹n`d˚u˚i˚t´e ¯p`a˚rffl ˜l´affl ”n`o˘r‹m`e `d`e E). O˚rffl E `eṡfi˚t `d`e `d˚i‹m`e›nffl-
¯sfi˚i`o“nffl ˚i‹n˜fˇi‹n˚i`e `eˇt ¯sfi`eṡ ˜bˆo˘u˜l´eṡ ”n`e ¯sfi`o“n˚t ¯p`a¯s `c´o“m¯p`a`cˇt´eṡ ; `c´eˇtˇt´e `c´o“n˚tˇr`a`d˚i`cˇtˇi`o“nffl
`d`é›m`o“n˚tˇr`e ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e.

A ”n`o˘t´eˇrffl, ˜l´eṡ ˜bˆa¯sfi`eṡ ˛h˚i˜l¨bfleˇr˚tˇi`e›n‹n`eṡ ”n`e ¯sfi`o“n˚t ¯p`a¯s `d`eṡ ˜bˆa¯sfi`eṡ `a˜l´g´é¨b˘r˚i`qfi˚u`eṡ,
˜l´affl `d`é´c´o“m¯p`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl `c´o˘r˚r`eṡfi¯p`o“n`d`a‹n˚t´e ”n`é´c´eṡfi¯sfi˚i˚t´e ˜l´affl `c´o“n‹vfleˇr`g´e›n`c´e `d`e ¯sfi`éˇr˚i`eṡ.

O”nffl ¯p`eˇu˚t ˚r`e¨f´o˘r‹m˚u˜l´eˇrffl ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e `d`e B`a˚i˚r`e `e›nffl ¯p`a¯sfi¯sfi`a‹n˚t `a˚u‹x `o˘u‹vfleˇr˚tṡ :

T‚h`é´o˘r`è›m`e 3.1.4. S̀o˘i˚t E ˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e ”m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e `c´o“m¯p˜l´eˇt ”n`o“nffl-”v˘i`d`e. S̊iffl
Gn ⊂ E `eṡfi˚t ˚u‹nffl `o˘u‹vfleˇr˚t `d`e›n¯sfi`e ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t n ∈ N, `a˜l´o˘r¯s G = ∩Gn `eṡfi˚t `d`e›n¯sfi`e
`d`a‹n¯s E.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. L’`a¯sfi¯sfi`o“m¯p˚tˇi`o“nffl `qfi˚u`e Gn `eṡfi˚t `d`e›n¯sfi`e `eṡfi˚t `é´qfi˚u˚i‹vˆa˜l´e›n˚t´e `àffl `c´e
`qfi˚u`e E \Gn `affl ˜l„˚i‹n˚t´éˇr˚i`eˇu˚rffl ”v˘i`d`e : ˚t´o˘u˚t `o˘u‹vfleˇr˚t U ⊂ E ˚i‹n˚t´eˇr¯sfi`e´cˇt´e Gn `d`o“n`c
”nffl’`eṡfi˚t ¯p`a¯s `c´o“n˚t´e›n˚uffl `d`a‹n¯s E \ Gn. P̀a˚rffl ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e `d`e B`a˚i˚r`e, `o“nffl ¯p`eˇu˚t
`o˝b˘t´e›n˚i˚rffl ˜f´a`cˇi˜l´e›m`e›n˚t `qfi˚u`e G `eṡfi˚t ”n`o“nffl-”v˘i`d`e : ¯sfi˚i‹n`o“nffl E = ∪n(E \ Gn) ¯sfi`eˇr`a˚i˚t
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˜l´affl ˚r`éˇu‹n˚i`o“nffl `dffl’`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´eṡ ˜f´eˇr‹m`éṡ `àffl ˜l„˚i‹n˚t´éˇr˚i`eˇu˚rffl ”v˘i`d`e. M`a˚i¯s `o“nffl ”vˆaffl `o˝b˘t´e›n˚i˚rffl
`a˚u¯sfi¯sfi˚iffl ˜l´affl `d`e›n¯sfi˚i˚t´é `d`e G.

S̀o˘i˚t x ∈ E `qfi˚u`e¨l´c´o“n`qfi˚u`e `eˇt ε > 0. L`affl ˜bˆo˘u˜l´e `o˘u‹vfleˇr˚t´e B(x, ε) ˚r`e›n`c´o“n˚tˇr`e
G0, ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e `a˜l´o˘r¯s x0 ∈ B(x, ε) ∩ G0. O”nffl ¯p`eˇu˚t `c‚h`o˘i¯sfi˚i˚rffl ε0 ∈]0, ε[ ˚t´e¨l `qfi˚u`e
B(x0, ε0) ⊂ G0 ∩B(x, ε).

O”nffl `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e ¯p`a˚rffl ˚r`é´cˇu˚r˚r`e›n`c´e : ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t n, ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e xn+1 ∈ B(xn, εn)∩

Gn+1, `eˇt `e›n¯sfi˚u˚i˚t´e εn+1 ∈]0, εn/2[ ˚t´e¨l `qfi˚u`e B(xn+1, εn+1) ⊂ Gn+1 ∩B(xn, εn).
P̀a˚rffl `c´o“n¯sfi˚tˇr˚u`cˇtˇi`o“nffl, d(xm, xn) 6 εn < ε/2n ¯sfi˚iffl m > n, `d`o“n`c ˜l´affl ¯sfi˚u˚i˚t´e (xn) `eṡfi˚t
`d`e C`a˚u`c‚h‹y `d`a‹n¯s ˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e `c´o“m¯p˜l´eˇt E ; `e¨l¨l´e `c´o“n‹vfleˇr`g´e ”vfleˇr¯s ˚u‹n`e ˜lˇi‹m˚i˚t´e
y. P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t n, `o“nffl `affl d(y, xn) 6 εn, `d`o“n`c

y ∈ ∩
n
B(xn, εn) ⊂ ∩

n
Gn = G.

Ǹo˘u¯s `a‹vˆo“n¯s ”m`o“n˚tˇr`é `qfi˚u`e ˚t´o˘u˚t´e ˜bˆo˘u˜l´e `o˘u‹vfleˇr˚t´e `d`a‹n¯s E ˚r`e›n`c´o“n˚tˇr`e G, ˚i˜l
`eṡfi˚t `d`o“n`c `d`e›n¯sfi`e.

Ǹo˘u¯s ¯p`o˘u‹vˆo“n¯s `d`o“n‹n`eˇrffl ˚u‹n`e `a˚u˚tˇr`e `a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl :

P̊r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl 3.1.5. S̀o˘i˚t a < b. I˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e `d`eṡ ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s `c´o“n˚tˇi‹n˚u`eṡ ¯sfi˚u˚rffl
[a, b] `qfi˚u˚iffl ”n`e ¯sfi`o“n˚t ”m`o“n`o˘t´o“n`eṡ ¯sfi˚u˚rffl `a˚u`cˇu‹nffl ¯sfi`o˘u¯s-˚i‹n˚t´eˇr‹vˆa˜l¨l´e ”n`o“n˚tˇr˚i‹v˘i`a˜l (`c’`eṡfi˚t-
`àffl-`d˚i˚r`e `àffl ˜l„˚i‹n˚t´éˇr˚i`eˇu˚rffl ”n`o“nffl-”v˘i`d`e). D`e ¯p˜lˇu¯s, ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `d`e ˚t´e¨l¨l´eṡ ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s
`eṡfi˚t `d`e›n¯sfi`e `d`a‹n¯s C[a, b] `e›nffl ”n`o˘r‹m`e ˚u‹n˚i˜f´o˘r‹m`e.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. L’`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `d`eṡ ˚i‹n˚t´eˇr‹vˆa˜l¨l´eṡ `d`a‹n¯s [a, b] `àffl ˜bˆo˘r‹n`eṡ ˚r`a˚tˇi`o“nffl-
”n`e¨l¨l´eṡ `eˇt `àffl ˜l„˚i‹n˚t´éˇr˚i`eˇu˚rffl ”n`o“nffl-”v˘i`d`e `eṡfi˚t `d`é›n`o“m˜b˘r`a˜b˝l´e ; ¯sfi`o˘i˚t (In)n∈N ˚u‹n`e `é›n˚uffl-
”m`éˇr`a˚tˇi`o“nffl `d`e `c´eˇt `e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e.

Gn = {f ∈ C[a, b] : f ”nffl’`eṡfi˚t ¯p`a¯s ”m`o“n`o˘t´o“n`e ¯sfi˚u˚rffl In}.

M`o“n˚tˇr`o“n¯s `qfi˚u`e `c´eˇt `e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `eṡfi˚t `o˘u‹vfleˇr˚t. S̊iffl f ∈ Gn, ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e›n˚t x, y, s, t ∈
In ˚t´e¨lṡ `qfi˚u`e x < y, u < v, f(x) < f(y) `eˇt f(u) > f(v). S̀o˘i˚t

ε = 1
2 min

{
f(y)− f(x), f(u)− f(v)

}
.

S̊iffl ‖f − g‖∞ < ε, `a˜l´o˘r¯s

g(y) = g(y)− f(y) + f(y) > f(y)− ε

2 > f(x) + ε− ε

2 = f(x) + ε

2 > g(x),

`eˇt `d`e ”m`ê›m`e g(u) > g(v). L`affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl g ”nffl’`eṡfi˚t `d`o“n`c ¯p`a¯s ”m`o“n`o˘t´o“n`e ¯sfi˚u˚rffl
In `eˇt g ∈ Gn.

M`o“n˚tˇr`o“n¯s ”m`a˚i‹n˚t´e›n`a‹n˚t `qfi˚u`e Gn `eṡfi˚t `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl `d`e›n¯sfi`e `d`a‹n¯s C[a, b]. S̀o˘i˚t f ∈
C[a, b] `eˇt ε > 0. O”nffl `c‚h`o˘i¯sfi˚i˚t x ∈ In `qfi˚u`e¨l´c´o“n`qfi˚u`e `eˇt δ > 0 ˚t´e¨l `qfi˚u`e |f(x)−f(y)| <
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ε/4 ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t y ∈ Jδ = [x− δ, x+ δ] ; `o“nffl ¯p`eˇu˚t `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl `a¯sfi¯sfi˚u˚r`eˇrffl `qfi˚u`e Jδ ⊂ In.
O”nffl `c´o“n¯sfi˚tˇr˚u˚i˚t ˚u‹n`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl g ∈ C[a, b] `qfi˚u˚iffl ¯sfi`eˇr`affl `é´g´a˜l´e `àffl f ¯sfi˚u˚rffl [a, b] \ Jδ
`eˇt `e›nffl x, `a˜f¨fˇi‹n`e ¯p`a˚rffl ”m`o˘r`c´e´a˚u‹x ¯sfi˚u˚rffl Jδ `eˇt ˚t´e¨l¨l´e `qfi˚u`e g(x−δ/2) = f(x)−ε/2,
g(x+ δ/2) = f(x) + ε/2. P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t y ∈ Jδ `o“nffl `affl `a˜l´o˘r¯s

f(y)− g(y) < f(x) + ε

4 −
(
f(x)− ε

2
)
<

3ε
4

`eˇt `d`e ”m`ê›m`e f(y) − g(y) > −3ε/4. I˜l `e›nffl ¯sfi˚u˚i˚t `d`o“n`c ‖f − g‖∞ < ε, `eˇt ¯p`a˚rffl
`c´o“n¯sfi˚tˇr˚u`cˇtˇi`o“nffl g ∈ Gn.

O”nffl ¯p`eˇu˚t `a¯p¯p˜lˇi`qfi˚u`eˇrffl ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e `d`e B`a˚i˚r`e : G = ∩Gn `eṡfi˚t `d`e›n¯sfi`e `d`a‹n¯s
C[a, b]. U”n`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl f ∈ G ”nffl’`eṡfi˚t ”m`o“n`o˘t´o“n`e ¯sfi˚u˚rffl `a˚u`cˇu‹nffl In ; ”m`a˚i¯s ˚t´o˘u˚t
¯sfi`o˘u¯s-˚i‹n˚t´eˇr‹vˆa˜l¨l´e (`àffl ˜l„˚i‹n˚t´éˇr˚i`eˇu˚rffl ”n`o“nffl-”v˘i`d`e) `d`e [a, b] `c´o“n˚tˇi`e›n˚t ˜l„˚u‹nffl `d`eṡ ˚i‹nffl-
˚t´eˇr‹vˆa˜l¨l´eṡ In, `d`o“n`c f ”nffl’`eṡfi˚t ”m`o“n`o˘t´o“n`e ¯sfi˚u˚rffl `a˚u`cˇu‹nffl ¯sfi`o˘u¯s-˚i‹n˚t´eˇr‹vˆa˜l¨l´e ”n`o“n˚tˇr˚iffl-
”v˘i`a˜l.

(˜fˇi‹nffl `d˚uffl `c´o˘u˚r¯s 12)

3.2 T˚r`o˘i¯s ˚t‚h`é´o˘r`è›m`eṡ `d`e B`a‹n`a`c‚hffl
Ǹoş `eṡfi¯p`a`c´eṡ ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨lṡ ¯sfi`eˇr`o“n˚t ¯sfi˚u¯p¯p`oşfi`éṡ ¯sfi˚u˚rffl R `o˘uffl C. S̊iffl ˜l´e `c´o˘r¯p¯s

”nffl’`eṡfi˚t ¯p`a¯s ¯p˚r`é´cˇi¯sfi`é, ˜l„`a¯sfi¯sfi`eˇr˚tˇi`o“nffl ¯s’`a¯p¯p˜lˇi`qfi˚u`e `àffl ˚t´o˘u¯s ˜l´eṡ `d`eˇu‹x `c´a¯s.
A ˚r`a¯p¯p`e¨l´eˇrffl : ˚u‹n`e `a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e `e›n˚tˇr`e `d`eṡ `eṡfi¯p`a`c´eṡ ”n`o˘r‹m`éṡ `eṡfi˚t

`c´o“n˚tˇi‹n˚u`e ¯sfi¯sfi˚iffl `e¨l¨l´e `eṡfi˚t ˜bˆo˘r‹n`é´e `eˇt ¯sfi¯sfi˚iffl `e¨l¨l´e `eṡfi˚t `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e `e›nffl 0. L`affl ”n`o˘r‹m`e
`dffl’˚u‹nffl `op̧`éˇr`a˚t´eˇu˚rffl ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e A `eṡfi˚t

‖A‖ = sup
x 6=0

‖Ax‖
‖x‖

= sup
‖x‖61

‖Ax‖.

O”nffl ”n`o˘t´eˇr`affl B(E,F ) ˜l„`eṡfi¯p`a`c´e `d`eṡ `op̧`éˇr`a˚t´eˇu˚r¯s ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`eṡ ˜bˆo˘r‹n`éṡ `d`e E `d`a‹n¯s
F , `eˇt B(E) = B(E,E).

3.2.1 T‚h`é´o˘r`è›m`e `d`e ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl `o˘u‹vfleˇr˚t´e
R`a¯p¯p`e¨l´o“n¯s `qfi˚uffl’˚u‹n`e `a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e ˜b˘i¯j´e´cˇtˇi‹vfle `o˘u‹vfleˇr˚t´e `eṡfi˚t ˚u‹nffl ˛h`o-

”m`é´o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e ; `êˇtˇr`e `o˘u‹vfleˇr˚t´e `eṡfi˚t `d`o“n`c ”n`é´c´eṡfi¯sfi`a˚i˚r`e ¯p`o˘u˚rffl `a‹vˆo˘i˚rffl ˜l„˚i‹n‹vfleˇr¯sfi`e
`c´o“n˚tˇi‹n˚u`e.

P̀o˘u˚rffl ˜l´eṡ `a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“n¯s ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`eṡ, ˜l´affl ¯p˚r`op̧˚r˚i`éˇt´é `dffl’`êˇtˇr`e `o˘u‹vfleˇr˚t´e ¯sfi`e ”vfléˇr˚i˜fˇi`e
`e›nffl ˚z´éˇr`o, ˚t´o˘u˚t `c´o“m‹m`e ˜l´affl `c´o“n˚tˇi‹n˚u˚i˚t´é :

P̊r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl 3.2.1. S̀o˘i˚t E,F `d`eṡ `eṡfi¯p`a`c´eṡ `d`e B`a‹n`a`c‚hffl `eˇt A : E → F

˚u‹n`e `a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e ˜bˆo˘r‹n`é´e. A˜l´o˘r¯s A `eṡfi˚t `o˘u‹vfleˇr˚t´e ¯sfi˚iffl `eˇt ¯sfi`eˇu˜l´e›m`e›n˚t
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¯sfi˚iffl ˜l„˚i‹m`a`g´e `d`e ˜l´affl ˜bˆo˘u˜l´e ˚u‹n˚i˚t´é `d`e E `c´o“n˚tˇi`e›n˚t ˚u‹n`e ˜bˆo˘u˜l´e BF (0, ε) `d`e F , `d`e
˚r`a‹y´o“nffl ε > 0.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. Ǹo˘t´o“n¯s ¯p`a˚rffl U ˜l´affl ˜bˆo˘u˜l´e ˚u‹n˚i˚t´é `d`e E. S̊iffl A `eṡfi˚t `o˘u‹vfleˇr˚t´e,
`a˜l´o˘r¯s ˜l„˚i‹m`a`g´e A(U) `eṡfi˚t `o˘u‹vfleˇr˚t´e. E˜l¨l´e `c´o“n˚tˇi`e›n˚t 0 = A0 `eˇt `d`o“n`c ˚u‹n`e ˜bˆo˘u˜l´e
`o˘u‹vfleˇr˚t´e `a˚u˚t´o˘u˚rffl BF (0, ε).

R`e´cˇi¯p˚r`oˆqfi˚u`e›m`e›n˚t, ¯sfi˚u¯p¯p`oşfi`o“n¯s `qfi˚uffl’˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e ε > 0 ˚t´e¨l `qfi˚u`e BF (0, ε) ⊂

A(U). S̀o˘i˚t V ⊂ E ˚u‹nffl `o˘u‹vfleˇr˚t `eˇt x ∈ V . O”nffl `c‚h`o˘i¯sfi˚i˚t r > 0 ˚t´e¨l `qfi˚u`e BE(x, r) ⊂

V . A˜l´o˘r¯s

A(V ) ⊃ A
(
BE(x, r)

)
= A

(
x+BE(0, r)

)
= Ax+ rA

(
BE(0, 1)

)
⊃ Ax+ rBF (0, ε) = BF (Ax, rε),

`d`o“n`c A(V ) `eṡfi˚t ˜b˘i`e›nffl `o˘u‹vfleˇr˚t.

T‚h`é´o˘r`è›m`e 3.2.2 (B`a‹n`a`c‚hffl, `d`e ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl `o˘u‹vfleˇr˚t´e). S̀o˘i˚t E,F `d`eṡ
`eṡfi¯p`a`c´eṡ `d`e B`a‹n`a`c‚hffl `eˇt A : E → F ˚u‹n`e `a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e ˜bˆo˘r‹n`é´e. S̊iffl A
`eṡfi˚t ¯sfi˚u˚r¯j´e´cˇtˇi‹vfle, `a˜l´o˘r¯s `e¨l¨l´e `eṡfi˚t `o˘u‹vfleˇr˚t´e.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. 1 P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t N ∈ N, ¯sfi`o˘i˚t

DN = {y ∈ F : ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e x ∈ E ˚t´e¨l `qfi˚u`e y = Ax `eˇt ‖x‖ 6 N‖y‖}.

P̀a˚rffl ˜l„˛h‹yṗ`o˘t‚h`èṡfi`e,
F =

⋃
N∈N

DN .

P̀a˚rffl ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e `d`e B`a˚i˚r`e, ˜l„`a`d˛h`éˇr`e›n`c´e `dffl’`a˚uffl ”m`o˘i‹n¯s ˜l„˚u‹nffl `d`e ¯sfi`eṡ `e›n¯sfi`e›m˜b˝l´eṡ
`affl ˜l„˚i‹n˚t´éˇr˚i`eˇu˚rffl ”n`o“nffl-”v˘i`d`e, ¯p`a˚rffl `e›x´e›m¯p˜l´e DN0 ; ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e y0 ∈ F , ε0 > 0 ˚t´e¨lṡ
`qfi˚u`e B(y0, ε0) ⊂ DN0 .

2 L’`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e DN0 `eṡfi˚t ¯sfi‹y›m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e : ¯sfi˚iffl y = Ax `a‹vfle´c ‖x‖ 6 N0‖y‖,
`a˜l´o˘r¯s −y = A(−x) `a‹vfle´c ˜l´eṡ ”m`ê›m`eṡ ”n`o˘r‹m`eṡ. L`affl ˜bˆo˘u˜l´e B(−y0, ε0) `eṡfi˚t `d`o“n`c
`c´o“n˚t´e›n˚uffl `d`a‹n¯s DN0 `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl.

DN0 ”nffl’`eṡfi˚t `affl ¯p˚r˚i`o˘r˚iffl ¯p`a¯s `c´o“n‹vfle›x´e, `eˇt `o“nffl ”n`e ¯p`eˇu˚t ¯p`a¯s `g´a˚r`a‹n˚tˇi˚rffl `qfi˚uffl’˚i˜l
`c´o“n˚tˇi`e›n˚t ˚u‹n`e ˜bˆo˘u˜l´e `c´e›n˚tˇr`é´e `e›nffl 0. M`a˚i¯s `o“nffl ¯p`eˇu˚t ”m`o“n˚tˇr`eˇrffl `qfi˚uffl’˚i˜l `c´o“n˚tˇi`e›n˚t
˚u‹n`e ˜bˆo˘u˜l´e ¯p˚r˚i‹vflé´e `dffl’˚u‹n`e `a˚u˚tˇr`e, ¯p˜lˇu¯s ¯p`eˇtˇi˚t´e. F̊i‹x´o“n¯s δ ∈]0, ε0/2[, `eˇt ¯sfi`o˘i˚t
N ∈ N ˚t´e¨l `qfi˚u`e N > 2N0(‖y0‖ + ε0)/δ. Ǹo˘u¯s ¯p`oşfi`o“n¯s B = B(0, ε0) \ B(0, δ)

`eˇt ”m`o“n˚tˇr`eˇr`o“n¯s `qfi˚u`e DN `eṡfi˚t `d`e›n¯sfi`e `d`a‹n¯s B.
S̀o˘i˚t z ∈ B `eˇt h > 0. O”nffl ¯sfi˚u¯p¯p`oşfi`e h < ‖z‖−δ. O”nffl ¯p`eˇu˚t `é´cˇr˚i˚r`e z = (y0 +

z)− y0, `a‹vfle´c y0 + z ∈ B(y0, ε0). P̀a˚rffl ˜l´affl `d`e›n¯sfi˚i˚t´é `o˝b˘t´e›n˚u`e ¯p˚r`é´c´è´d`e›m‹m`e›n˚t, ˚i˜l
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`e›xˇi¯sfi˚t´e›n˚t z1 ∈ B(y0, ε0)∩DN0 , z2 ∈ B(−y0, ε0)∩DN0 ˚t´e¨lṡ `qfi˚u`e ‖z1−(y0+z)‖ <

h/2 `eˇt ‖z2 − (−y0)‖ < h/2. O”nffl ¯p`oşfi`e z3 = z1 − z2 `eˇt `o“nffl ”vˆo˘i˚t `qfi˚u`e

‖z− z3‖ = ‖z+ y0− y0− z1− z2‖ 6 ‖(z+ y0)− z1‖+ ‖(−y0)− z2‖ < 2 · h2 = h.

O”nffl ¯p`eˇu˚t `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl ”m˚i‹n`o˘r`eˇrffl

‖z3‖ = ‖z − (z − z3)‖ > ‖z‖ − ‖z − z3‖ > ‖z‖ − h > δ.

O”nffl ”m`o“n˚tˇr`eˇr`affl `e›n¯sfi˚u˚i˚t´e `qfi˚u`e z3 ∈ DN . I˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e›n˚t x1, x2 ∈ E ˚t´e¨lṡ `qfi˚u`e
z1 = Ax1, z2 = Ax2 `eˇt ‖xj‖ 6 N0‖zj‖, j = 1, 2. O”nffl `affl `a˜l´o˘r¯s z3 = A(x1−x2)

`a‹vfle´c

‖x1 − x2‖ 6 ‖x1‖+ ‖x2‖ 6 N0(‖z1‖+ ‖z2‖) 6 2N0(‖y0‖+ ε0)

= 2N0(‖y0‖+ ε0) · 1
δ
· δ = Nδ < N‖z3‖,

`c´e `qfi˚u˚iffl ”m`o“n˚tˇr`e ˜b˘i`e›nffl `qfi˚u`e z3 ∈ DN .
3 M`o“n˚tˇr`o“n¯s `qfi˚uffl’`e›nffl ˜f´a˚i˚t, DN `eṡfi˚t `d`e›n¯sfi`e `d`a‹n¯s F . S̀o˘i˚t y ∈ F . I˜l

`e›xˇi¯sfi˚t´e λ ∈ R∗ ˚t´e¨l `qfi˚u`e δ < ‖λy‖ < ε0, `c’`eṡfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e λy ∈ B. C`o“m‹m`e DN

`eṡfi˚t `d`e›n¯sfi`e `d`a‹n¯s B, ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e ˚u‹n`e ¯sfi˚u˚i˚t´e (zn) `d`a‹n¯s DN `c´o“n‹vfleˇr`g´e›n˚t´e ”vfleˇr¯s
λy. L`affl ¯sfi˚u˚i˚t´e (zn/λ) `c´o“n‹vfleˇr`g´e ”vfleˇr¯s y. M`a˚i¯s zn/λ `eṡfi˚t `d`a‹n¯s DN `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl
¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t n : ¯sfi˚iffl zn = Axn `a‹vfle´c ‖xn‖ 6 N‖zn‖, `a˜l´o˘r¯s zn/λ = A(xn/λ) `eˇt
‖xn/λ‖ 6 N‖zn/λ‖. C`e¨l´affl ”m`o“n˚tˇr`e `qfi˚u`e y ∈ DN .

4 S̀o˘i˚t y ∈ F `qfi˚u`e¨l´c´o“n`qfi˚u`e, ”n`o“nffl-”n˚u˜l. E”nffl ˚u˚tˇi˜lˇi¯sfi`a‹n˚t ˜l´affl `d`e›n¯sfi˚i˚t´é `d`e DN ,
”n`o˘u¯s `c´o“n¯sfi˚tˇr˚u˚i˚r`o“n¯s ˚u‹n`e `c´eˇr˚t´a˚i‹n`e ¯sfi`éˇr˚i`e `c´o“n‹vfleˇr`g´e›n˚t´e ”vfleˇr¯s y.

I˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e y0 ∈ DN ˚t´e¨l `qfi˚u`e ‖y − y0‖ < ‖y‖. P̀a˚rffl ˚r`é´cˇu˚r˚r`e›n`c´e, ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t
n > 1 `o“nffl `c‚h`o˘i¯sfi˚i˚t yn ∈ DN ˚t´e¨l `qfi˚u`e

‖(y − y0 − · · · − yn−1)− yn‖ < ‖y‖/2n.

C`eˇtˇt´e ˚i‹n`é´g´a˜lˇi˚t´é `g´a˚r`a‹n˚tˇi˚t `qfi˚u`e y `eṡfi˚t `é´g´a˜l `àffl ˜l´affl ¯sfi`o“m‹m`e `d`e ˜l´affl ¯sfi`éˇr˚i`e ∑ yn.
L`eṡ ”n`o˘r‹m`eṡ `d`e yn ¯sfi`o“n˚t ”m`a¯j´o˘r`é´eṡ ¯p`a˚rffl

‖yn‖ = ‖
(
y −

n−1∑
k=0

yk
)
−
(
y −

n∑
k=0

yk
)
‖ 6 ‖y‖

(
2−(n−1) + 2−n

)
< ‖y‖ 22−n.

P̀o˘u˚rffl `c‚h`a`qfi˚u`e n, ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e xn ∈ E ˚t´e¨l `qfi˚u`e Axn = yn `eˇt ‖xn‖ 6 N‖yn‖ <

N 22−n. L`affl ¯sfi`éˇr˚i`e ∑xn `eṡfi˚t `d`o“n`c `c´o“n‹vfleˇr`g´e›n˚t´e `d`a‹n¯s E, ”vfleˇr¯s ˚u‹n`e ¯sfi`o“m‹m`e
x. O”nffl `affl `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl

‖x‖ 6
∞∑
n=0
‖xn‖ 6 N

∞∑
n=0
‖yn‖ 6 N

∞∑
n=0
‖y‖ 22−n = 8N‖y‖.
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D`o“n`c y ∈ D8N , `eˇt `c´o“m‹m`e 0 ∈ Dn ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t n, `o“nffl `c´o“n`c¨lˇu˚t `qfi˚u`e D8N = F .
5 P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t y ∈ F ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e `a˜l´o˘r¯s x ∈ E ˚t´e¨l `qfi˚u`e Ax = y `eˇt

‖x‖ 6 8N‖y‖. E”nffl ¯p`a˚r˚tˇi`cˇu˜lˇi`eˇrffl, ¯sfi˚iffl ‖y‖ < 1
8N , `o“nffl ¯p`eˇu˚t ˚tˇr`o˘u‹vfleˇrffl x `a‹vfle´c

‖x‖ < 1. L’˚i‹m`a`g´e `d`e ˜l´affl ˜bˆo˘u˜l´e ˚u‹n˚i˚t´é B(1, 0) `d`e E `c´o“n˚tˇi`e›n˚t `d`o“n`c ˜l´affl ˜bˆo˘u˜l´e
B(0, 1

8N ) `d`e F .

(˜fˇi‹nffl `d˚uffl `c´o˘u˚r¯s 13)
S̊iffl A `eṡfi˚t ˜b˘i¯j´e´cˇtˇi‹vfle, ˜l„`é›n`o“n`c´é ¯sfi`e ¯sfi˚i‹m¯p˜lˇi˜fˇi`e :

T‚h`é´o˘r`è›m`e 3.2.3 (B`a‹n`a`c‚hffl, `d`e ˜l„`op̧`éˇr`a˚t´eˇu˚rffl ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi`e). S̀o˘i˚t E,F `d`eṡ `eṡ-
¯p`a`c´eṡ `d`e B`a‹n`a`c‚hffl `eˇt A : E → F ˚u‹n`e `a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e ˜bˆo˘r‹n`é´e. S̊iffl A
`eṡfi˚t ˜b˘i¯j´e´cˇtˇi‹vfle, `a˜l´o˘r¯s `e¨l¨l´e `eṡfi˚t ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi˚i˜b˝l´e, `dffl’˚i‹n‹vfleˇr¯sfi`e ˜bˆo˘r‹n`é´e.

O”nffl ˚r`eˇtˇr`o˘u‹vfle `a˜l´o˘r¯s ˚u‹n`e ¯sfi˚i˚tˇu`a˚tˇi`o“nffl ¯sfi˚i‹m˚i˜l´a˚i˚r`e `àffl `c´e¨l¨l´e `d`e `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl
˜fˇi‹n˚i`e : `d`a‹n¯s ˜l„`eṡfi¯p`a`c´e B(E,F ), ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi˚i˜b˝l´e = ˜b˘i¯j´e´cˇtˇi˜f. I˜l `eṡfi˚t ˚i‹m¯p`o˘r˚t´a‹n˚t `qfi˚u`e
˚t´o˘u¯s ˜l´eṡ `d`eˇu‹x `eṡfi¯p`a`c´eṡ ”n`o˘r‹m`éṡ ¯sfi`o˘i˚t `c´o“m¯p˜l´eˇtṡ (`d`e B`a‹n`a`c‚hffl).

E”x´e›m¯p˜l´e 3.2.4. T`o˘u˚t´eṡ ˜l´eṡ ˛h‹yṗ`o˘t‚h`èṡfi`eṡ `d˚uffl ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e ¯sfi`o“n˚t ˚i‹m¯p`o˘r˚t´a‹n˚tṡ :
1. F ”n`o“nffl `c´o“m¯p˜l´eˇt : S̀o˘i˚t E = C[a, b] `a‹vfle´c ˜l´affl ”n`o˘r‹m`e ˚u‹n˚i˜f´o˘r‹m`e (`d`e

B`a‹n`a`c‚hffl) `eˇt F = C[a, b] `a‹vfle´c ˜l´affl ”n`o˘r‹m`e ‖f‖2 =
( ∫ b

a
|f |2

)1/2. L’`a¯pffl-
¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ˚i`d`e›n˚tˇi˚t´é `eṡfi˚t ˜b˘i¯j´e´cˇtˇi‹vfle `eˇt `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e : ‖f‖2 6 (b−a)1/2‖f‖∞.
M`a˚i¯s `c´eṡ ”n`o˘r‹m`eṡ ”n`e ¯sfi`o“n˚t ¯p`a¯s `é´qfi˚u˚i‹vˆa˜l´e›n˚t´eṡ (¯p`a˚rffl `e›x´e›m¯p˜l´e, ¯p`a˚r`c´e
`qfi˚u`e F ”nffl’`eṡfi˚t ¯p`a¯s `c´o“m¯p˜l´eˇt), `d`o“n`c ˜l„˚i‹n‹vfleˇr¯sfi`e ”nffl’`eṡfi˚t ¯p`a¯s ˜bˆo˘r‹n`é.

2. E ”n`o“nffl `c´o“m¯p˜l´eˇt : ¯sfi`o˘i˚t F ˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e `d`e B`a‹n`a`c‚hffl `eˇt ϕ ˚u‹n`e ˜f´o“n`c-
˚tˇi`o“n‹n`e¨l¨l´e ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e `d˚i¯sfi`c´o“n˚tˇi‹n˚u`e ¯sfi˚u˚rffl F . O”nffl ¯p`oşfi`e E = F `a‹vfle´c ˜l´affl
”n`o˘r‹m`e ‖x‖E = ‖x‖F + |ϕ(x)|. L’`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ˚i`d`e›n˚tˇi˚t´é `d`e E `d`a‹n¯s F

`eṡfi˚t ˜b˘i¯j´e´cˇtˇi‹vfle `eˇt `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e. S̊iffl `e¨l¨l´e `éˇt´a˚i˚t `o˘u‹vfleˇr˚t´e, ˜l´eṡ ”n`o˘r‹m`eṡ ¯sfi`eˇr`a˚i`e›n˚t
`é´qfi˚u˚i‹vˆa˜l´e›n˚t´eṡ, ”m`a˚i¯s `c´e ”nffl’`eṡfi˚t ¯p`a¯s ¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˝l´e.

3. A ”n`o“nffl ¯sfi˚u˚r¯j´e´cˇtˇi˜f : ˜l„˚i‹n`c¨lˇu¯sfi˚i`o“nffl `d`e E = C[a, b] `d`a‹n¯s F = L2[a, b] `eṡfi˚t
`c´o“n˚tˇi‹n˚u`e ”m`a˚i¯s ”n`o“nffl `o˘u‹vfleˇr˚t´e.

3.2.2 T‚h`é´o˘r`è›m`e `d˚uffl `gˇr`a¯p˛h`e ˜f´eˇr‹m`é
D`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl 3.2.5. S̀o˘i˚t E,F `d`eṡ `eṡfi¯p`a`c´eṡ ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨lṡ `eˇt A : E → F ˚u‹n`e

`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl. L`e `gˇr`a¯p˛h`e `d`e A `eṡfi˚t ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e

ΓA = {(x, y) ∈ E × F : Ax = y}.

L’`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e A×B `eṡfi˚t ˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l `a‹vfle´c ˜l´eṡ `op̧`éˇr`a˚tˇi`o“n¯s (x1, y1)+

(x2, y2) = (x1 +x2, y1 +y2) `eˇt λ(x, y) = (λx, λy). S̊iffl E,F ¯sfi`o“n˚t ”n`o˘r‹m`éṡ, `a˜l´o˘r¯s
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E ×F `eṡfi˚t ”n`o˘r‹m`é `a‹vfle´c ˚t´o˘u˚t´eṡ ˜l´eṡ ”n`o˘r‹m`eṡ ‖(x, y)‖p =
(
‖x‖p + ‖y‖p

)1/p, p ∈
[1,+∞[ `eˇt `a‹vfle´c ‖(x, y)‖∞ = max

(
‖x‖, ‖y‖

). C`eṡ ”n`o˘r‹m`eṡ ¯sfi`o“n˚t `é´qfi˚u˚i‹vˆa˜l´e›n˚t´eṡ.
S̊iffl E `eˇt F ¯sfi`o“n˚t `c´o“m¯p˜l´eˇtṡ, `a˜l´o˘r¯s E × F ˜l„`eṡfi˚t `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl.
P̊r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl 3.2.6. L`e `gˇr`a¯p˛h`e `dffl’˚u‹n`e `a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e A : E → F

`eṡfi˚t ˚u‹nffl ¯sfi`o˘u¯s-`eṡfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l `d`a‹n¯s E × F .
D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. S̊iffl (xj , yj) ∈ ΓA, `c’`eṡfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e Axj = yj , j = 1, 2, `a˜l´o˘r¯s
A(x1 + x2) = y1 + y2, `d`o“n`c (x1 + x2, y1 + y2) ∈ ΓA. D`e ”m`ê›m`e, ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t λ
`o“nffl `affl (λx1, λy1) ∈ ΓA.

T‚h`é´o˘r`è›m`e 3.2.7 (B`a‹n`a`c‚hffl, `d˚uffl `gˇr`a¯p˛h`e ˜f´eˇr‹m`é). S̀o˘i˚t E,F `d`eṡ `eṡfi¯p`a`c´eṡ `d`e
B`a‹n`a`c‚hffl `eˇt A : E → F ˚u‹n`e `a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e. A˜l´o˘r¯s A `eṡfi˚t `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e
¯sfi˚iffl `eˇt ¯sfi`eˇu˜l´e›m`e›n˚t ¯sfi˚iffl ΓA `eṡfi˚t ˜f´eˇr‹m`é `d`a‹n¯s E × F .

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. ⇒ S̊u¯p¯p`oşfi`o“n¯s `qfi˚u`e A `eṡfi˚t `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e, S̀o˘i`e›n˚t (xn, yn) ∈ ΓA

˚t´e¨lṡ `qfi˚u`e xn → x, yn → y, n → ∞. A˜l´o˘r¯s Axn = yn ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t n, `eˇt ¯p`a˚rffl
`c´o“n˚tˇi‹n˚u˚i˚t´é Ax = y, `d`o“n`c (x, y) ∈ ΓA.

⇐ P̀a˚rffl ˜l„˛h‹yṗ`o˘t‚h`èṡfi`e, ΓA `eṡfi˚t ˚u‹nffl ¯sfi`o˘u¯s-`eṡfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l ˜f´eˇr‹m`é `d`a‹n¯s
E × F . C’`eṡfi˚t `a˜l´o˘r¯s ˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e `d`e B`a‹n`a`c‚hffl.

S̊u˚rffl E × F , ˜l´affl ¯p˚r`oj̧´e´cˇtˇi`o“nffl P : (x, y) 7→ x ¯sfi˚u˚rffl E `eṡfi˚t `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e. S̀affl
˚r`eṡfi˚tˇr˚i`cˇtˇi`o“nffl ¯sfi˚u˚rffl ΓA `eṡfi˚t `d`o“n`c `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl. S̊u˚rffl `c´eˇt `eṡfi¯p`a`c´e, `e¨l¨l´e `a`gˇi˚t
¯p`a˚rffl P : (x,Ax) 7→ x `eˇt `d`o“n`c `e¨l¨l´e `eṡfi˚t ˜b˘i¯j´e´cˇtˇi‹vfle. P̀a˚rffl ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e `d`e
˜l„`op̧`éˇr`a˚t´eˇu˚rffl ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi`e, P |ΓA

`eṡfi˚t ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi˚i˜b˝l´e `dffl’˚i‹n‹vfleˇr¯sfi`e ˜bˆo˘r‹n`é. O˚rffl ˜l„˚i‹n‹vfleˇr¯sfi`e
`eṡfi˚t `d`o“n‹n`é ¯p`a˚rffl ˜l´affl ˜f´o˘r‹m˚u˜l´e x 7→ (x,Ax), `d`o“n`c ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e C > 0 ˚t´e¨l `qfi˚u`e
‖(x,Ax)‖ 6 C‖x‖ ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x ∈ E, `c´e `qfi˚u˚iffl ˚i‹m¯p˜lˇi`qfi˚u`e `qfi˚u`e A `eṡfi˚t `c´o“n˚tˇi‹n˚uffl.

E”x´e›m¯p˜l´e 3.2.8. S̀o˘i˚t T ˚u‹nffl `op̧`éˇr`a˚t´eˇu˚rffl ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e ˜bˆo˘r‹n`é ¯sfi˚u˚rffl L2[a, b] ˚t´e¨l
`qfi˚u`e T (C[a, b]

)
⊂ C[a, b]. A˜l´o˘r¯s ˜l´affl ˚r`eṡfi˚tˇr˚i`cˇtˇi`o“nffl `d`e T ¯sfi˚u˚rffl C[a, b] `eṡfi˚t ˜bˆo˘r‹n`é´e

`e›nffl ”n`o˘r‹m`e ˚u‹n˚i˜f´o˘r‹m`e.
D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. S̀o˘i˚t Γ ⊂ C[a, b]2 ˜l´e `gˇr`a¯p˛h`e `d`e ˜l´affl ˚r`eṡfi˚tˇr˚i`cˇtˇi`o“nffl `d`e T .
S̊u¯p¯p`oşfi`o“n¯s `qfi˚u`e (fn, gn) ∈ Γ `eˇt fn → f , gn → g `d`a‹n¯s C[a, b]. C`o“m‹m`e
‖fn − f‖2 6 (b − a)1/2‖fn − f‖∞, ”n`o˘u¯s `a‹vˆo“n¯s `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl fn → f `d`a‹n¯s L2[a, b],
`eˇt ¯p`a˚rffl ˜l´affl `c´o“n˚tˇi‹n˚u˚i˚t´é `d`e T `d`o“n`c gn = Tfn → Tf `e›nffl ‖ · ‖2. A˚uffl ”m`ê›m`e
˚t´e›m¯p¯s, ‖gn − g‖2 6 (b− a)1/2‖gn − g‖∞ → 0. L`eṡ ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s g `eˇt Tf ¯sfi`o“n˚t
`d`o“n`c `é´g´a˜l´eṡ `d`a‹n¯s L2[a, b] `d`o“n`c `é´g´a˜l´eṡ ¯p˚r`eṡfi`qfi˚u`e ¯p`a˚r˚t´o˘u˚t ; ”m`a˚i¯s `e¨l¨l´eṡ ¯sfi`o“n˚t
`c´o“n˚tˇi‹n˚u`eṡ `d`o“n`c `é´g´a˜l´eṡ. Ǹo˘u¯s `a‹vˆo“n¯s ”m`o“n˚tˇr`é `qfi˚u`e g = Tf `eˇt (f, g) ∈ Γ,
`a˚u˚tˇr`e›m`e›n˚t `d˚i˚t, Γ `eṡfi˚t ˜f´eˇr‹m`é. P̀a˚rffl ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e `d˚uffl `gˇr`a¯p˛h`e ˜f´eˇr‹m`é, T |C[a,b]

`eṡfi˚t `c´o“n˚tˇi‹n˚uffl.
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3.2.3 T‚h`é´o˘r`è›m`e `d`e B`a‹n`a`c‚hffl-S̊t´eˇi‹n˛h`a˚u¯s
T‚h`é´o˘r`è›m`e 3.2.9. S̀o˘i`e›n˚t E,F `d`eṡ `eṡfi¯p`a`c´eṡ `d`e B`a‹n`a`c‚hffl `eˇt Ti : E → F ,
i ∈ I , ˚u‹n`e ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e `dffl’`op̧`éˇr`a˚t´eˇu˚rffl ˜bˆo˘r‹n`éṡ ˚t´e¨lṡ `qfi˚u`e ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x ∈ E

Cx = sup
i∈I
‖Tix‖ <∞.

A˜l´o˘r¯s supi∈I ‖Ti‖ <∞.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. S̀o˘i˚t B = {x ∈ E : ∀i ∈ I ‖Tix‖ 6 1}. C’`eṡfi˚t ˜l„˚i‹n˚t´eˇr¯sfi`e´cˇtˇi`o“nffl
`d`e ˜f´eˇr‹m`éṡ `d`o“n`c ˚u‹nffl ˜f´eˇr‹m`é. S̀o˘i˚t x ∈ E. S̊iffl N ∈ N `eṡfi˚t ˚t´e¨l `qfi˚u`e N > Cx,
`a˜l´o˘r¯s ¯p`a˚rffl ˜l„˛h‹yṗ`o˘t‚h`èṡfi`e, ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t i ∈ I

∥∥Ti( x
N

)∥∥ 6
Cx
N

< 1,

`d`o“n`c x/N ∈ B. C`e¨l´affl ˚i‹m¯p˜lˇi`qfi˚u`e `qfi˚u`e E = ∪
N∈N

NB. P̀a˚rffl ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e `d`e
B`a˚i˚r`e, ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e N ˚t´e¨l `qfi˚u`e NB `c´o“n˚tˇi`e›n˚t ˚u‹n`e ˜bˆo˘u˜l´e `o˘u‹vfleˇr˚t´e B(x′, ε′). E”nffl
`d˚i‹v˘i¯sfi`a‹n˚t ¯p`a˚rffl N , ”n`o˘u¯s `o˝b˘t´e›n`o“n¯s ˚u‹n`e ˜bˆo˘u˜l´e `o˘u‹vfleˇr˚t´e B(x0, ε0) `c´o“n˚t´e›n˚u`e
`d`a‹n¯s B, `o˘ùffl x0 = x′/N `eˇt ε0 = ε′/N .

L’`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e B `eṡfi˚t ¯sfi‹y›m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e `eˇt `c´o“n‹vfle›x´e :

x ∈ B ⇒ ∀i ‖Ti(−x)‖ = ‖Tix‖ 6 1 ⇒ −x ∈ B;

x, y ∈ B, t ∈ [0, 1] ⇒ ∀i ‖Ti
(
tx+ (1− t)y

)
‖ 6 t‖Tix‖+ (1− t)‖Tiy‖ 6 1

⇒ tx+ (1− t)y ∈ B.

I˜l `c´o“n˚tˇi`e›n˚t `d`o“n`c

B(0, ε0) =
{1

2
(
x1 + x2

)
: x1 ∈ B(x0, ε0), x2 ∈ B(−x0, ε0)

}
(˚t´o˘u˚t z ∈ B(0, ε0) `eṡfi˚t `é´g´a˜l `àffl 1

2 (x0 + z) + 1
2 (−x0 + z)).

(˜fˇi‹nffl `d˚uffl `c´o˘u˚r¯s 14)
P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x ∈ B(0, 1) ”n`o˘u¯s `a‹vˆo“n¯s ε0x ∈ B(0, ε0), `d`o“n`c ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t i ∈ I

‖Tix‖ = 1
ε0
‖Ti(ε0x)‖ 6 1

ε0
.

O”nffl ¯p`eˇu˚t `d`o“n`c `c´o“n`c¨lˇu˚r`e `qfi˚u`e ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t i

‖Ti‖ = sup
x∈B(0,1)

‖Tix‖ 6
1
ε0
,

`c´e `qfi˚u˚iffl `d`é›m`o“n˚tˇr`e ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e.

R`e›m`a˚r`qfi˚u`e 3.2.10. I˜l `eṡfi˚t ˚i‹m¯p`o˘r˚t´a‹n˚t `qfi˚u`e ˚t´o˘u¯s ˜l´eṡ Ti ¯sfi`o˘i`e›n˚t ¯sfi˚u¯p¯p`oşfi`éṡ
`c´o“n˚tˇi‹n˚u`eṡ. Ǹo˘u¯s ˜l„`a‹vˆo“n¯s ˚u˚tˇi˜lˇi¯sfi`é `d`a‹n¯s ˜l´affl ¯p˚r`eˇu‹vfle, ¯p`o˘u˚rffl ”m`o“n˚tˇr`eˇrffl `qfi˚u`e
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˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e B `eṡfi˚t ˜f´eˇr‹m`é. U”nffl `c´o“n˚tˇr`e-`e›x´e›m¯p˜l´e ˚tˇr˚i‹v˘i`a˜l `eṡfi˚t `d`o“n‹n`é ¯p`a˚rffl ˚u‹n`e
¯sfi`eˇu˜l´e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n‹n`e¨l¨l´e ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e `d˚i¯sfi`c´o“n˚tˇi‹n˚u`e T : E → C (`o˘uffl `d`a‹n¯s R) : T (x)

`eṡfi˚t ˜fˇi‹n˚iffl ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x, ”m`a˚i¯s ˜l´affl ”n`o˘r‹m`e `d`e T ”nffl’`eṡfi˚t ¯p`a¯s ˜fˇi‹n˚i`e.
A ˚r`a¯p¯p`e¨l´eˇrffl, ˜l„`e›xˇi¯sfi˚t´e›n`c´e `d`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n‹n`e¨l¨l´eṡ ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`eṡ `d˚i¯sfi`c´o“n˚tˇi‹n˚u`eṡ ¯sfi`e

”m`o“n˚tˇr`e, ¯p`a˚rffl `e›x´e›m¯p˜l´e, ¯p`a˚rffl ˜l„`e›xˇi¯sfi˚t´e›n`c´e `d`e ˜bˆa¯sfi`eṡ `a˜l´g´é¨b˘r˚i`qfi˚u`eṡ.

R`e›m`a˚r`qfi˚u`e 3.2.11. L`affl ¯p˚r`eˇu‹vfle ˚u˚tˇi˜lˇi¯sfi`e ˜l´affl `c´o“m¯p˜l´éˇtˇu`d`e `d`e E, ”m`a˚i¯s ¯p`a¯s
`c´e¨l¨l´e `d`e F . L`e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e ˚r`eṡfi˚t´e ”v˘r`a˚iffl ¯sfi˚iffl `o“nffl ”n`e ¯sfi˚u¯p¯p`oşfi`e F `dffl’`êˇtˇr`e `qfi˚uffl’˚u‹nffl
`eṡfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l ”n`o˘r‹m`é.

U”n`e `a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ˚i‹m¯p`o˘r˚t´a‹n˚t´e `c´o“n`c´eˇr‹n`e ˜l´eṡ `a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“n¯s ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`eṡ :

P̊r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl 3.2.12. S̀o˘i˚t E,F,G `d`eṡ `eṡfi¯p`a`c´eṡ `d`e B`a‹n`a`c‚hffl `eˇt B : E×F →

G ˚u‹n`e `a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e : ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x ∈ E `eˇt ˚t´o˘u˚t y ∈ F , ˜l´eṡ
`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“n¯s Bx = B(x, ·) `eˇt By = B(·, y) ¯sfi`o“n˚t ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`eṡ, `d`e E `eˇt F `d`a‹n¯s
G ˚r`eṡfi¯p`e´cˇtˇi‹vfle›m`e›n˚t.

S̊iffl Bx, By ¯sfi`o“n˚t ˜bˆo˘r‹n`éṡ ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x ∈ E, y ∈ F , `a˜l´o˘r¯s B `eṡfi˚t ˜bˆo˘r‹n`é´e :
˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e C > 0 ˚t´e¨l `qfi˚u`e ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x ∈ E, y ∈ F

‖B(x, y)‖ 6 C ‖x‖ ‖y‖.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. Ǹo˘t´o“n¯s D ˜l´affl ˜bˆo˘u˜l´e ˚u‹n˚i˚t´é `d`a‹n¯s F . O”nffl ¯p`eˇu˚t `a¯p¯p˜lˇi`qfi˚u`eˇrffl
˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e `d`e B`a‹n`a`c‚hffl-S̊t´eˇi‹n˛h`a˚u¯s `a˚u‹x `a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“n¯s {By : y ∈ D} : ¯p`o˘u˚rffl
`c‚h`a`qfi˚u`e x ∈ E, `o“nffl `affl ¯p`a˚rffl ˜l„˛h‹yṗ`o˘t‚h`èṡfi`e

sup
y∈D
‖By(x)‖ = sup

y∈D
‖Bx(y)‖ = ‖Bx‖ <∞.

I˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e `d`o“n`c C > 0 ˚t´e¨l `qfi˚u`e ‖By‖ 6 C ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t y ∈ D. P̀o˘u˚rffl x ∈ E `eˇt
y ∈ D `o“nffl `affl `a˜l´o˘r¯s

‖B(x, y)‖ = ‖By(x)‖ 6 C‖x‖.

P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t y ∈ F ”n`o“nffl-”n˚u˜l ”n`o˘u¯s `a‹vˆo“n¯s y/‖y‖ ∈ D `eˇt

B(x, y) = ‖y‖B
(
x,

y

‖y‖
)

= ‖y‖By/‖y‖(x)

`o˘ùffl y/‖y‖ ∈ D, `d`o“n`c ˜fˇi‹n`a˜l´e›m`e›n˚t ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x ∈ E, 0 6= y ∈ F

‖B(x, y)‖ = ‖y‖ ‖By/‖y‖(x)‖ 6 ‖y‖C‖x‖.

C`e ˜f´a˚i˚t `eṡfi˚t ˚u˚tˇi˜l´e `d`a‹n¯s ˜l´affl ˚t‚h`é´o˘r˚i`e `d`eṡ `a˜l´g´è¨b˘r`eṡ `d`e B`a‹n`a`c‚hffl.
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E”x´e›m¯p˜l´e 3.2.13. S̀o˘i˚t H ˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e `d`e H˚i˜l¨bfleˇr˚t ˚r`é´e¨l `eˇt T ˚u‹nffl `op̧`éˇr`a˚t´eˇu˚rffl
˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e ¯sfi˚u˚rffl H , `affl ¯p˚r˚i`o˘r˚iffl ”n`o“nffl ˜bˆo˘r‹n`é. S̊iffl T `eṡfi˚t ¯sfi‹y›m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e, `c’`eṡfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e
〈Tx, y〉 = 〈x, Ty〉 ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x, y ∈ H , `a˜l´o˘r¯s ˚i˜l `eṡfi˚t ˜bˆo˘r‹n`é.

P̀o˘u˚rffl ˜l´e ”vˆo˘i˚rffl, `o“nffl `c´o“n¯sfi˚i`d`èˇr`e B : (x, y) 7→ 〈Tx, y〉 `c´o“m‹m`e ˚u‹n`e `a¯p¯p˜lˇi`c´affl-
˚tˇi`o“nffl ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e `d`e H ×H `d`a‹n¯s R. P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x, `o“nffl `affl `d`a‹n¯s ˜l´eṡ ”n`o˘t´a˚tˇi`o“n¯s
`d`e ˜l´affl ¯p˚r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl ¯p˚r`é´c´é´d`e›n˚t´e

‖Bx‖ = sup
‖y‖61

|B(x, y)| = sup
‖y‖61

|〈Tx, y〉| 6 ‖Tx‖,

`eˇt `d`e ”m`ê›m`e ‖By‖ 6 ‖Ty‖ ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t y ∈ H. E”nffl `a¯p¯p˜lˇi`qfi˚u`a‹n˚t ˜l´affl ¯p˚r`op̧`oşfi˚iffl-
˚tˇi`o“nffl, `o“nffl `o˝b˘tˇi`e›n˚t C > 0 ˚t´e¨l `qfi˚u`e

|〈Tx, y〉| 6 C‖x‖ ‖y‖

¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x, y ∈ H , `dffl’`o˘ùffl ‖Tx‖ 6 C‖x‖ `d`o“n`c T `eṡfi˚t ˜bˆo˘r‹n`é.

U”nffl `c´a¯s ¯p`a˚r˚tˇi`cˇu˜lˇi`eˇrffl ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t `eṡfi˚t ¯sfi`o˘u‹vfle›n˚t ˚u˚tˇi˜lˇi¯sfi`é :

T‚h`é´o˘r`è›m`e 3.2.14. S̀o˘i`e›n˚t E,F `d`eṡ `eṡfi¯p`a`c´eṡ `d`e B`a‹n`a`c‚hffl. S̊iffl (Tn) `eṡfi˚t ˚u‹n`e
¯sfi˚u˚i˚t´e `dffl’`op̧`éˇr`a˚t´eˇu˚r¯s `c´o“n˚tˇi‹n˚u`eṡ `d`e E `d`a‹n¯s F ¯sfi˚i‹m¯p˜l´e›m`e›n˚t `c´o“n‹vfleˇr`g´e›n˚t´e :

∀x ∈ E ∃ lim
n→∞

Tnx = Tx,

`a˜l´o˘r¯s ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl T `eṡfi˚t ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. L`affl ˜lˇi‹n`é´a˚r˚i˚t´é `d`e T `eṡfi˚t `é›v˘i`d`e›n˚t´e.
S̀o˘i˚t x ∈ E. L`affl ¯sfi˚u˚i˚t´e (Tnx) `éˇt´a‹n˚t `c´o“n‹vfleˇr`g´e›n˚t´e, ˜l´affl ¯sfi˚u˚i˚t´e `d`eṡ ”n`o˘r‹m`eṡ

(‖Tnx‖) `c´o“n‹vfleˇr`g´e `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl, ”vfleˇr¯s ‖Tx‖, `e›nffl ¯p`a˚r˚tˇi`cˇu˜lˇi`eˇrffl, `e¨l¨l´e `eṡfi˚t ˜bˆo˘r‹n`é´e. L`eṡ
`op̧`éˇr`a˚t´eˇu˚r¯s (Tn) ”vfléˇr˚i˜fˇi`e›n˚t `d`o“n`c ˜l´eṡ ˛h‹yṗ`o˘t‚h`èṡfi`eṡ `d˚uffl ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e `d`e B`a‹n`a`c‚hffl-
S̊t´eˇi‹n˛h`a˚u¯s `eˇt C = supn ‖Tn‖ <∞. P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x ∈ E `o“nffl `affl

‖Tx‖ = lim
n→∞

‖Tnx‖ 6 C‖x‖,

`c´e `qfi˚u˚iffl `d`é›m`o“n˚tˇr`e ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e.

E”x´e›m¯p˜l´e 3.2.15. (”n`o“nffl ˜f´a˚i˚t) S̀o˘i˚t (un) ˚u‹n`e ¯sfi˚u˚i˚t´e `d`e ˚r`é´e¨lṡ ˚t´e¨l¨l´e `qfi˚u`e
¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t´e ¯sfi˚u˚i˚t´e (xn) ∈ c0 ˜l´affl ¯sfi`éˇr˚i`e ∑xnun `c´o“n‹vfleˇr`g´e. A˜l´o˘r¯s u ∈ `1.

P̀o˘u˚rffl ˜l´e ”vˆo˘i˚rffl, `d`é¨fˇi‹n˚i¯sfi¯sfi`o“n¯s ˜l´eṡ ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n‹n`e¨l¨l´eṡ ϕN : c0 → R, N ∈ N,
¯p`a˚rffl ϕN (x) =

∑N
n=0 xnun. E˜l¨l´eṡ ¯sfi`o“n˚t ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`eṡ `eˇt `c´o“n˚tˇi‹n˚u`eṡ, `d`e ”n`o˘r‹m`e

‖ϕN‖ 6
∑N
n=0 |un|. P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x ∈ c0, ¯p`a˚rffl ˜l„˛h‹yṗ`o˘t‚h`èṡfi`e ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e

lim
N→∞

ϕN (x) = lim
N→∞

N∑
n=0

xnun =
∞∑
n=0

xnun.
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P̀a˚rffl ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e `d`e B`a‹n`a`c‚hffl-S̊t´eˇi‹n˛h`a˚u¯s, ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ˜lˇi‹m˚i˚t´e `eṡfi˚t `d`o“n`c ˜bˆo˘rffl-
”n`é´e. O”nffl ¯p`eˇu˚t ˚u˚tˇi˜lˇi¯sfi`eˇrffl ˜l´affl `d`eṡfi`cˇr˚i¯p˚tˇi`o“nffl `d`e ˜l„`eṡfi¯p`a`c´e `d˚u`a˜l `d`e c0 ¯p`o˘u˚rffl `c´o“n`c¨lˇu˚r`e
`qfi˚u`e u ∈ `1.

L`e `d`eˇr‹n˚i`eˇrffl ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e `affl `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl ˚u‹nffl `c´o˘r`o˝l¨l´a˚i˚r`e ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t :

P̊r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl 3.2.16. S̀o˘i`e›n˚t E,F `d`eṡ `eṡfi¯p`a`c´eṡ `d`e B`a‹n`a`c‚hffl. L’`eṡfi¯p`a`c´e
B(E,F ) `dffl’`op̧`éˇr`a˚t´eˇu˚r¯s ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`eṡ ˜bˆo˘r‹n`éṡ `eṡfi˚t `c´o“m¯p˜l´eˇt.

E”nffl ¯p`a˚r˚tˇi`cˇu˜lˇi`eˇrffl, ¯sfi˚iffl E `eṡfi˚t ˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e `d`e B`a‹n`a`c‚hffl, `a˜l´o˘r¯s ¯sfi`o“nffl `d˚u`a˜l E∗
`eṡfi˚t ˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e `d`e B`a‹n`a`c‚hffl.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. S̊iffl (Tn) `eṡfi˚t ˚u‹n`e ¯sfi˚u˚i˚t´e `d`e C`a˚u`c‚h‹y `d`a‹n¯s B(E,F ), `a˜l´o˘r¯s
¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x ∈ E ˜l´affl ¯sfi˚u˚i˚t´e (Tnx) `eṡfi˚t `d`e C`a˚u`c‚h‹y : ‖Tnx − Tmx‖ 6 ‖Tn −
Tm‖ ‖x‖ → 0, n,m → ∞. E˜l¨l´e `c´o“n‹vfleˇr`g´e `c´a˚rffl F `eṡfi˚t `c´o“m¯p˜l´eˇt. P̀a˚rffl ˜l´e
˚t‚h`é´o˘r`è›m`e ¯p˚r`é´c´é´d`e›n˚t, ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ˜lˇi‹m˚i˚t´e `eṡfi˚t ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e `eˇt ˜bˆo˘r‹n`é´e.

L’`eṡfi¯p`a`c´e `d˚u`a˜l E∗ `eṡfi˚t ˜l„`eṡfi¯p`a`c´e B(E,K) `o˘ùffl K `eṡfi˚t ˜l´e `c´o˘r¯p¯s `d`eṡ ¯sfi`c´a˜l´a˚i˚r`eṡ
`d`a‹n¯s E, ˚i˜l `eṡfi˚t `d`o“n`c `c´o“m¯p˜l´eˇt ¯p`a˚rffl ˜l´e ˚r`a˚i¯sfi`o“n‹n`e›m`e›n˚t ¯p˚r`é´c´é´d`e›n˚t.

D`a‹n¯s ˜l´eṡ `c´o˘u˚r¯s `d`e M2 `o“nffl `d`é¨fˇi‹n˚i˚r`affl ˜l´affl ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`e ˜f´a˚i˜b˝l´e ¯sfi˚u˚rffl ˜l„`eṡfi¯p`a`c´e
`d˚u`a˜l, `qfi˚u˚iffl `c´a˚r`a`cˇt´éˇr˚i¯sfi`e ˜l´affl `c´o“n‹vfleˇr`g´e›n`c´e ¯sfi˚i‹m¯p˜l´e ; `d`a‹n¯s `c´eˇtˇt´e ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`e, E∗
`eṡfi˚t ˚t´o˘u¯j´o˘u˚r¯s `c´o“m¯p˜l´eˇt, `c´o“m‹m`e ˜l´e ”m`o“n˚tˇr`e ˜l´e ”m`ê›m`e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e `d`e B`a‹n`a`c‚hffl-
S̊t´eˇi‹n˛h`a˚u¯s.

3.2.4 T‚h`é´o˘r`è›m`e `d`e H`a˛h‹nffl-B`a‹n`a`c‚hffl
C`e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e `affl `d`eṡ ”vfleˇr¯sfi˚i`o“n¯s ˚r`é´e¨l¨l´e `eṡfi˚t `c´o“m¯p˜l´e›x´e.

T‚h`é´o˘r`è›m`e 3.2.17. S̀o˘i˚t E ˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l ˚r`é´e¨l ”n`o˘r‹m`é `eˇt F ⊂ E ˚u‹nffl
¯sfi`o˘u¯s-`eṡfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l. S̊u¯p¯p`oşfi`o“n¯s `qfi˚u`e ϕ : F → R `eṡfi˚t ˚u‹n`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n‹n`e¨l¨l´e
˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e ˜bˆo˘r‹n`é´e. A˜l´o˘r¯s `o“nffl ¯p`eˇu˚t ˜l´affl ¯p˚r`o˝l´o“n`g´eˇrffl `àffl ˚t´o˘u˚t ˜l„`eṡfi¯p`a`c´e E `e›nffl
¯p˚r`éṡfi`eˇr‹vˆa‹n˚t ˜l´affl ”n`o˘r‹m`e.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. L`e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e ”nffl’`affl `d˚uffl ¯sfi`e›n¯s `qfi˚u`e ¯sfi˚iffl ϕ `eṡfi˚t ”n`o“nffl-”n˚u˜l ; `e›nffl
`d˚i‹v˘i¯sfi`a‹n˚t ¯p`a˚rffl ‖ϕ‖, `o“nffl ¯p`eˇu˚t ¯sfi˚u¯p¯p`oşfi`eˇrffl ‖ϕ‖+ 1.

(˜fˇi‹nffl `d˚uffl `c´o˘u˚r¯s 15)
1 M`o“n˚tˇr`o“n¯s `qfi˚uffl’`o“nffl ¯p`eˇu˚t ¯p˚r`o˝l´o“n`g´eˇrffl ϕ `àffl ˚u‹nffl ¯sfi`o˘u¯s-`eṡfi¯p`a`c´e `dffl’˚u‹n`e

`d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl `d`e ¯p˜lˇu¯s. S̊iffl F = E, ˚i˜l ”nffl’”y `affl ˚r˚i`e›nffl `àffl ”m`o“n˚tˇr`eˇrffl. S̊i‹n`o“nffl ¯sfi`o˘i˚t
y ∈ E \F . U”nffl ¯p˚r`o˝l´o“n`g´e›m`e›n˚t `d`e ϕ ¯sfi˚u˚rffl F ⊕Ry `a˚u˚r`affl ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e ϕ(x+ ty) =

ϕ(x)+ tα, `a‹vfle´c ˚u‹nffl `c´eˇr˚t´a˚i‹nffl α ∈ R. O”nffl `c‚h`eˇr`c‚h`e α ˚t´e¨l `qfi˚u`e `c´e ¯p˚r`o˝l´o“n`g´e›m`e›n˚t
`a˚i˚t ˜l´affl ”n`o˘r‹m`e 1, `c’`eṡfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x ∈ F , t ∈ R `o“nffl `d`o˘i˚t `a‹vˆo˘i˚rffl
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|ϕ(x)+ tα| 6 ‖x+ ty‖. A”vfle´c t = 0, ˜l„˚i‹n`é´g´a˜lˇi˚t´é `eṡfi˚t ”vfléˇr˚i˜fˇi`é´e ¯p`a˚rffl ˜l„˛h‹yṗ`o˘t‚h`èṡfi`e,
`c´eˇtˇt´e `c´o“n`d˚i˚tˇi`o“nffl `eṡfi˚t `a˜l´o˘r¯s `é´qfi˚u˚i‹vˆa˜l´e›n˚t´e `àffl

|α+ ϕ(x)/t| 6 ‖y + x/t‖ ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x ∈ F, t ∈ R∗.

L`eṡ ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s x/t ¯p`a˚r`c´o˘u˚r`e›n˚t F ˚t´o˘u˚t `e›n˚tˇi`eˇrffl, `a˜l´o˘r¯s `c’`eṡfi˚t `é´qfi˚u˚i‹vˆa˜l´e›n˚t `àffl
|α+ ϕ(v)| 6 ‖y + v‖ `o˘uffl `e›n`c´o˘r`e `àffl

−‖y + v‖ 6 α+ ϕ(v) 6 ‖y + v‖ ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t v ∈ F.

D`o“n`c α `d`o˘i˚t ”vfléˇr˚i˜fˇi`eˇrffl

−‖y + v‖ − ϕ(v) 6 α 6 ‖y + v‖ − ϕ(v) ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t v ∈ F,

`eˇt `c’`eṡfi˚t ¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˝l´e ¯sfi˚iffl

sup
u∈F

[−‖y + u‖ − ϕ(u)] 6 α 6 inf
v∈F

[‖y + v‖ − ϕ(v)].

P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t u, v ∈ F

‖y + v‖ − ϕ(v)− [−‖y + u‖ − ϕ(u)] = ‖ − (y + v)‖+ ‖y + u‖ − ϕ(u− v)

> ‖y + u− (y + v)‖ − ϕ(u− v) = ‖u− v‖ − ϕ(u− v) > 0,

`d`o“n`c ˚u‹nffl ˚t´e¨l α `e›xˇi¯sfi˚t´e, `eˇt ˚i˜l `d`o“n‹n`e ˜l´e ˜bˆo“nffl ¯p˚r`o˝l´o“n`g´e›m`e›n˚t.
2 L`e ¯p˚r`o˝l´o“n`g´e›m`e›n˚t ¯sfi˚u˚rffl E `eṡfi˚t `d`o“n‹n`é ¯p`a˚rffl ˜l´e ˜l´e›m‹m`e `d`e Z`o˘r‹nffl.

L’`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `o˘r`d`o“n‹n`é E `c´o“n¯sfi˚i¯sfi˚t´eˇr`affl `d`e ¯p`a˚i˚r`eṡ (L,ψ) `o˘ùffl L ⊂ E `eṡfi˚t ˚u‹nffl ¯sfi`o˘u¯s-
`eṡfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l `c´o“n˚t´e›n`a‹n˚t F , `eˇt ψ : L→ R ˚u‹n`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n‹n`e¨l¨l´e ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e `d`e
”n`o˘r‹m`e 1 ¯p˚r`o˝l´o“n`g´e´a‹n˚t ϕ, `c’`eṡfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e ψ|L = ϕ. L’`o˘r`d˚r`e `eṡfi˚t ˜l´e ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t :
(L,ψ) 6 (L′, ψ′) ¯sfi˚iffl L ⊂ L′ `eˇt ψ′|L = ψ.

S̀o˘i˚t C ˚u‹n`e `c‚h`a˚i‹n`e `d`a‹n¯s E . O”nffl ¯p`oşfi`e M = ∪(L,ψ)∈CL. P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x ∈M ,
˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e L ˚t´e¨l `qfi˚u`e x ∈ L ; ¯p`oşfi`o“n¯s ξ(x) = ψ(x) `o˘ùffl ψ `eṡfi˚t ˚t´e¨l `qfi˚u`e (L,ψ) ∈ C.
C`eˇtˇt´e ”vˆa˜l´eˇu˚rffl `eṡfi˚t ˜l´affl ”m`ê›m`e ¯sfi˚iffl x ∈ L′ ¯p`o˘u˚rffl ˚u‹n`e `a˚u˚tˇr`e ¯p`a˚i˚r`e (L′, ψ′) ∈ C :
¯sfi`o˘i˚t L ⊂ L′, `eˇt `a˜l´o˘r¯s ψ′ `eṡfi˚t ˚u‹nffl ¯p˚r`o˝l´o“n`g´e›m`e›n˚t `d`e ψ, ¯sfi`o˘i˚t `àffl ˜l„˚i‹n‹vfleˇr¯sfi`e.
O”nffl `affl `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl |ξ(x)| 6 ‖x‖. D`o“n`c (M, ξ) ∈ E , `eˇt ¯p`a˚rffl `c´o“n¯sfi˚tˇr˚u`cˇtˇi`o“nffl `c’`eṡfi˚t ˚u‹nffl
”m`a¯j´o˘r`a‹n˚t `d`e C.

L`eṡ ˛h‹yṗ`o˘t‚h`èṡfi`eṡ `d˚uffl ˜l´e›m‹m`e `d`e Z`o˘r‹nffl ¯sfi`o“n˚t ”vfléˇr˚i˜fˇi`é´eṡ, `a˜l´o˘r¯s ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e
˚u‹n`e ¯p`a˚i˚r`e (L,ψ) ”m`a‹xˇi‹m`a˜l´e `d`a‹n¯s E . S̊iffl `o“nffl `a‹vˆa˚i˚t L 6= E, `o“nffl ¯p`o˘u˚r˚r`a˚i˚t
¯p˚r`o˝l´o“n`g´eˇrffl ψ `àffl ˚u‹nffl ¯sfi`o˘u¯s-`eṡfi¯p`a`c´e `d`e `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl ˚u‹n`e `d`e ¯p˜lˇu¯s, ¯p`a˚rffl (1), `eˇt `c´e
¯p˚r`o˝l´o“n`g´e›m`e›n˚t `d`o“n‹n`eˇr`a˚i˚t ˚u‹n`e ¯p`a˚i˚r`e ¯sfi˚tˇr˚i`cˇt´e›m`e›n˚t ¯p˜lˇu¯s `gˇr`a‹n`d`e `d`a‹n¯s E . C`e
”nffl’`eṡfi˚t ¯p`a¯s ¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˝l´e, `d`o“n`c L = E `eˇt ”n`o˘u¯s `a‹vˆo“n¯s ˚tˇr`o˘u‹vflé ˜l´e ¯p˚r`o˝l´o“n`g´e›m`e›n˚t
˚r`e´c‚h`eˇr`c‚h`é.
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O”nffl `e›nffl `d`é´d˚u˚i˚t ˜l´affl ”vfleˇr¯sfi˚i`o“nffl `c´o“m¯p˜l´e›x´e :
T‚h`é´o˘r`è›m`e 3.2.18. S̀o˘i˚t E ˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l `c´o“m¯p˜l´e›x´e ”n`o˘r‹m`é `eˇt
F ⊂ E ˚u‹nffl ¯sfi`o˘u¯s-`eṡfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l. S̊u¯p¯p`oşfi`o“n¯s `qfi˚u`e ϕ : F → C `eṡfi˚t ˚u‹n`e
˜f´o“n`cˇtˇi`o“n‹n`e¨l¨l´e ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e ˜bˆo˘r‹n`é´e. A˜l´o˘r¯s `o“nffl ¯p`eˇu˚t ˜l´affl ¯p˚r`o˝l´o“n`g´eˇrffl `àffl ˚t´o˘u˚t ˜l„`eṡ-
¯p`a`c´e E `e›nffl ¯p˚r`éṡfi`eˇr‹vˆa‹n˚t ˜l´affl ”n`o˘r‹m`e.
D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. O”nffl ¯p`eˇu˚t ¯sfi˚u¯p¯p`oşfi`eˇrffl, `c´o“m‹m`e `d`a‹n¯s ˜l´e `c´a¯s ˚r`é´e¨l, ‖ϕ‖ = 1.

P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x ∈ F , `o“nffl `d`é´c´o“m¯p`oşfi`e `e›nffl ¯p`a˚r˚tˇi`e ˚r`é´e¨l¨l´e `eˇt ˚i‹m`a`gˇi‹n`a˚i˚r`e :
ϕ(x) = ψ(x) + iξ(x). L`eṡ ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n‹n`e¨l¨l´eṡ ψ, ξ ¯sfi`o“n˚t `a˜l´o˘r¯s ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`eṡ, `eˇt `d`e
”n`o˘r‹m`e 6 ‖ϕ‖. O”nffl ¯p`eˇu˚t `c´o“n¯sfi˚i`d`éˇr`eˇrffl E `c´o“m‹m`e ˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l ˚r`é´e¨l.
P̀a˚rffl ˜l´e ¯p˚r`é´c´é´d`e›n˚t, ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e ˚u‹nffl ¯p˚r`o˝l´o“n`g´e›m`e›n˚t ψ̃ `d`e ψ `àffl E `qfi˚u˚iffl `affl ˜l´affl
”m`ê›m`e ”n`o˘r‹m`e. O”nffl ¯p`oşfi`e ¯p`o˘u˚rffl x ∈ E

ϕ̃(x) = ψ̃(x)− iψ̃(ix).

C`eˇtˇt´e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n‹n`e¨l¨l´e `eṡfi˚t `é›v˘i`d`e›m‹m`e›n˚t R-˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e. E”nffl `c´a˜l´cˇu˜l´a‹n˚t ϕ̃(ix) =

ψ̃(ix)− iψ̃(−x) = iψ̃(x)− i(iψ̃(ix)) = iϕ̃(x), `o“nffl ”vˆo˘i˚t `qfi˚u`e ϕ̃ `eṡfi˚t C-˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e. I˜l
˚r`eṡfi˚t´e `dffl’`é›vˆa˜lˇu`eˇrffl ¯sfi`affl ”n`o˘r‹m`e. S̀o˘i˚t x ∈ E. I˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e t ∈ R ˚t´e¨l `qfi˚u`e ϕ̃(x)e−it ∈ R,
`a˜l´o˘r¯s

|ϕ̃(x)| = |ϕ̃(e−itx)| = |ψ̃(e−itx)| 6 ‖e−itx‖ = ‖x‖,

`c´e `qfi˚u˚iffl ˚t´eˇr‹m˚i‹n`e ˜l´affl ¯p˚r`eˇu‹vfle.

(˜fˇi‹nffl `d˚uffl `c´o˘u˚r¯s 16)
L’˚u‹nffl `d`eṡ `c´o˘r`o˝l¨l´a˚i˚r`eṡ ”vˆaffl `êˇtˇr`e ˚u˚tˇi˜lˇi¯sfi`é `d`a‹n¯s ˜l´e `c´o˘u˚r¯s :

C`o˘r`o˝l¨l´a˚i˚r`e 3.2.19. S̀o˘i˚t E ˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l ”n`o˘r‹m`é `eˇt x ∈ E ”n`o“nffl-”n˚u˜l.
A˜l´o˘r¯s ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e ϕ ∈ E∗ ˚t´e¨l `qfi˚u`e ϕ(x) = ‖x‖ `eˇt ‖ϕ‖ = 1.
D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. S̊u˚rffl ˜l„`eṡfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l Kx, `o˘ùffl K `eṡfi˚t ˜l´e `c´o˘r¯p¯s `d`eṡ ¯sfi`c´affl-
˜l´a˚i˚r`eṡ (R `o˘uffl C), ˜l´affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n‹n`e¨l¨l´e ϕ(tx) = t‖x‖ `eṡfi˚t ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e `d`e ”n`o˘r‹m`e 1.
O”nffl ¯p`eˇu˚t ˜l´affl ¯p˚r`o˝l´o“n`g´eˇrffl `àffl E `e›nffl ¯p˚r`éṡfi`eˇr‹vˆa‹n˚t ˜l´affl ”n`o˘r‹m`e.

T`o˘u˚t x ∈ E ¯p`eˇu˚t `êˇtˇr`e `c´o“n¯sfi˚i`d`éˇr`é `c´o“m‹m`e ˚u‹n`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n‹n`e¨l¨l´e ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e
¯sfi˚u˚rffl E∗, `qfi˚u˚iffl `eṡfi˚t ˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e `d`e B`a‹n`a`c‚hffl : x : ϕ 7→ ϕ(x). E˜l¨l´e `eṡfi˚t ˜bˆo˘r‹n`é´e :
|ϕ(x)| 6 ‖x‖E ‖ϕ‖.
T‚h`é´o˘r`è›m`e 3.2.20. L’˚i‹n`c¨lˇu¯sfi˚i`o“nffl `c´a‹n`o“n˚i`qfi˚u`e E → E∗∗ `eṡfi˚t ˚i¯sfi`o“m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. I˜l `eṡfi˚t `c¨l´a˚i˚rffl `qfi˚u`e ‖x‖E∗∗ 6 ‖x‖E . A˚uffl ”m`ê›m`e ˚t´e›m¯p¯s, ˚i˜l
`e›xˇi¯sfi˚t´e ϕx ∈ E∗ ˚t´e¨l `qfi˚u`e ‖ϕx‖ = 1 `eˇt |ϕx(x)| = ‖x‖E , `d`o“n`c

‖x‖E∗∗ = sup
ϕ∈E∗
‖ϕ‖=1

|ϕ(x)| > |ϕx(x)| = ‖x‖E .
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F̊i‹n`a˜l´e›m`e›n˚t, ‖x‖E∗∗ = ‖x‖E .
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C‚h`a¯p˚i˚tˇr`e 4

A˜l´g´è¨b˘r`eṡ `d`e B`a‹n`a`c‚hffl

D`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl 4.0.1. S̀o˘i˚t A ˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e `d`e B`a‹n`a`c‚hffl `c´o“m¯p˜l´e›x´e. A `eṡfi˚t `d˚i˚t´e
˚u‹n`e `a˜l´g´è¨b˘r`e `d`e B`a‹n`a`c‚hffl ¯sfi˚iffl A `eṡfi˚t ”m˚u‹n˚i`e `dffl’˚u‹n`e ¯sfi˚tˇr˚u`cˇtˇu˚r`e `dffl’`a˜l´g´è¨b˘r`e (`a¯sfi¯sfi`o-
`cˇi`a˚tˇi‹vfle) ˚t´e¨l¨l´e `qfi˚u`e ‖ab‖ 6 ‖a‖ ‖b‖ ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u¯s a, b ∈ A.

R`e›m`a˚r`qfi˚u`e : `o“nffl ”nffl’`o˝b˘tˇi`e›n˚t ¯p`a¯s `d`e ”n`o˘tˇi`o“nffl ¯p˜lˇu¯s `g´é›n`éˇr`a˜l´e `e›nffl ¯sfi˚u¯p¯p`oşfi`a‹n˚t
˜l´affl ”m˚u˜lˇtˇi¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ˚u‹n˚i`qfi˚u`e›m`e›n˚t `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e, `o˘uffl ”m`ê›m`e ¯sfi`éṗ`a˚r`é›m`e›n˚t `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e.
(E”x´eˇr`cˇi`c´e.)
E”x´e›m¯p˜l´e 4.0.2. ? L’`e›x´e›m¯p˜l´e ˚t›yṗ`e `eṡfi˚t ˜l„`eṡfi¯p`a`c´e B(E) `dffl’`op̧`éˇr`a˚t´eˇu˚r¯s

˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`eṡ ˜bˆo˘r‹n`éṡ ¯sfi˚u˚rffl ˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e ”n`o˘r‹m`é E.
? E”nffl `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl ˜fˇi‹n˚i`e, B(E) = Mn(C).
? U”nffl `a˚u˚tˇr`e `e›x´e›m¯p˜l´e `eṡfi˚t C(K) `o˘ùffl K `eṡfi˚t ˚u‹nffl `c´o“m¯p`a`cˇt.
? L1(R) `a‹vfle´c ˜l´affl `c´o“n‹vˆo˝lˇu˚tˇi`o“nffl (`c´o˘u˚r¯s `dffl’A”n`a˜l›yṡfi`e `d`e F̀o˘u˚r˚i`eˇrffl, S̀e›m`eṡfi˚tˇr`e
8) `eṡfi˚t ˚u‹n`e `a˜l´g´è¨b˘r`e `d`e B`a‹n`a`c‚hffl ¯sfi`a‹n¯s ˚u‹n˚i˚t´é.

S̀o˘i˚t A ˚u‹n`e `a˜l´g´è¨b˘r`e `d`e B`a‹n`a`c‚hffl ˚u‹n˚i˜f´èˇr`e.
T‚h`é´o˘r`è›m`e 4.0.3. S̊iffl a ∈ A `eṡfi˚t `d`e ”n`o˘r‹m`e ‖a‖ < 1, `a˜l´o˘r¯s 1−a `eṡfi˚t ˚i‹n‹vfleˇrffl-
¯sfi˚i˜b˝l´e `eˇt ¯sfi`o“nffl ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi`e `eṡfi˚t `d`o“n‹n`é ¯p`a˚rffl ˜l´affl ¯sfi`éˇr˚i`e ”n`o˘r‹m`a˜l´e›m`e›n˚t `c´o“n‹vfleˇr`g´e›n˚t´e

(1− a)−1 =
∞∑
n=0

an.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. O”nffl `affl
∞∑
n=0
‖an‖ 6

∞∑
n=0
‖a‖n = 1

1− ‖a‖ ,

`d`o“n`c ˜l´affl ¯sfi`éˇr˚i`e `c´o“n‹vfleˇr`g´e ”n`o˘r‹m`a˜l´e›m`e›n˚t. P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t N ∈ N

(1− a)
N∑
n=0

an =
N∑
n=0

an(1− a) = 1− aN+1 → 1,

52



`c´e `qfi˚u˚iffl ”m`o“n˚tˇr`e `qfi˚u`e ˜l´affl ¯sfi`o“m‹m`e `eṡfi˚t ˜b˘i`e›nffl (1− a)−1.

C`o˘r`o˝l¨l´a˚i˚r`e 4.0.4. L’`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `d`eṡ ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi˚i˜b˝l´eṡ Inv(A) `eṡfi˚t `o˘u‹vfleˇr˚t `d`a‹n¯s
A, `eˇt ˜l„`op̧`éˇr`a˚tˇi`o“nffl a 7→ a−1 `eṡfi˚t `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e `d`eṡfi¯sfi˚u¯s.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. S̊iffl a ∈ Inv(A) `eˇt ‖h‖ < 1/‖a−1‖, `a˜l´o˘r¯s

a− h = a(1− a−1h)

`a‹vfle´c ‖a−1h‖ < 1, `d`o“n`c a− h `eṡfi˚t ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi˚i˜b˝l´e `dffl’˚i‹n‹vfleˇr¯sfi`e

(a− h)−1 =
∞∑
n=0

(
a−1h

)n
a−1.

C`e¨l´affl ”m`o“n˚tˇr`e `qfi˚u`e Inv(A) `eṡfi˚t `o˘u‹vfleˇr˚t. D`e ¯p˜lˇu¯s,

‖(a− h)−1 − a−1‖ =
∥∥ ∞∑
n=1

(
a−1h

)n
a−1∥∥ < ∞∑

n=1
‖h‖n‖a−1‖n+1

= ‖h‖ ‖a−1‖2

1− ‖h‖ ‖a−1‖
.

P̀o˘u˚rffl ε > 0, `o“nffl ¯p`eˇu˚t `c‚h`o˘i¯sfi˚i˚rffl δ > 0 ˚t´e¨l `qfi˚u`e 1−δ‖a−1‖ > 1/2 `eˇt 2δ‖a−1‖2 < ε,
`a˜l´o˘r¯s ‖h‖ < δ ˚i‹m¯p˜lˇi`qfi˚u`eˇr`affl ‖(a− h)−1 − a−1‖ < ε.

D`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl 4.0.5. L`e ¯sfi¯p`e´cˇtˇr`e `dffl’˚u‹nffl `é¨l´é›m`e›n˚t a ∈ A `eṡfi˚t ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e

σ(a) = {λ ∈ C : a− λ ”nffl’`eṡfi˚t ¯p`a¯s ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi˚i˜b˝l´e}.

E”x´e›m¯p˜l´e 4.0.6. D`a‹n¯s A = Mn(C), ˚u‹n`e ”m`a˚tˇr˚i`c´e a `eṡfi˚t ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi˚i˜b˝l´e ¯sfi¯sfi˚iffl
det a 6= 0, ˜l´e ¯sfi¯p`e´cˇtˇr`e `eṡfi˚t `d`o“n`c ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `d`eṡ ˚r`a`cˇi‹n`e `d˚uffl ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e `c´affl-
˚r`a`cˇt´éˇr˚i¯sfi˚tˇi`qfi˚u`e P (λ) = det(a−λ). C`e ¯sfi`o“n˚t `e›x´a`cˇt´e›m`e›n˚t ˜l´eṡ ”vˆa˜l´eˇu˚r¯s ¯p˚r`op̧˚r`eṡ
`d`e a. À `c‚h`a`qfi˚u`e ”vˆa˜l´eˇu˚rffl ¯p˚r`op̧˚r`e λ ˚i˜l `c´o˘r˚r`eṡfi¯p`o“n`dffl `a˚uffl ”m`o˘i‹n¯s ˚u‹nffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl
¯p˚r`op̧˚r`e ”n`o“nffl-”n˚u˜l x ˚t´e¨l `qfi˚u`e ax = λx.

E”x´e›m¯p˜l´e 4.0.7. D`a‹n¯s A = C(K) `o˘ùffl K `eṡfi˚t ˚u‹nffl `c´o“m¯p`a`cˇt, ˚u‹n`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl
f `eṡfi˚t ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi˚i˜b˝l´e `e›x´a`cˇt´e›m`e›n˚t `qfi˚u`a‹n`dffl `e¨l¨l´e ”n`e ¯s’`a‹n‹n˚u˜l´e ¯p`a¯s, `d`o“n`c

σ(f) = {λ ∈ C : ∀x ∈ K f(x) 6= λ} = f(K).

D`a‹n¯s ˜l´affl `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl ˚i‹n˜fˇi‹n˚i`e, `o“nffl `d˚i¯sfi˚tˇi‹n`gˇu`e ˜l´e ¯sfi¯p`e´cˇtˇr`e ¯p`o“n`cˇtˇu`e¨l `qfi˚u˚iffl
`c´o“n¯sfi˚i¯sfi˚t´e `d`eṡ ”vˆa˜l´eˇu˚r¯s ¯p˚r`op̧˚r`eṡ, `eˇt ˜l´e ¯sfi¯p`e´cˇtˇr`e `c´o“n˚tˇi‹n˚uffl `qfi˚u˚iffl ¯p`eˇu˚t `êˇtˇr`e ”n`o“nffl-
”v˘i`d`e : `o“nffl ¯sfi`a˚i˚t ˜b˘i`e›nffl `qfi˚u`e ¯p`o˘u˚rffl `qfi˚uffl’˚u‹nffl `op̧`éˇr`a˚t´eˇu˚rffl T ∈ B(E) ¯sfi`o˘i˚t ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi˚i˜b˝l´e,
”m`ê›m`e ¯sfi˚iffl E `eṡfi˚t `c´o“m¯p˜l´eˇt, ˚i˜l ”n`e ¯sfi˚u˜f¨fˇi˚t ¯p`a¯s kerT = {0} ”m`a˚i¯s ˚i˜l ˜f´a˚u˚t `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl
`qfi˚u`e T ¯sfi`o˘i˚t ¯sfi˚u˚r¯j´e´cˇtˇi˜f.

(˜fˇi‹nffl `d˚uffl `c´o˘u˚r¯s 17)
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T‚h`é´o˘r`è›m`e 4.0.8. L`e ¯sfi¯p`e´cˇtˇr`e `d`e ˚t´o˘u˚t `é¨l´é›m`e›n˚t `dffl’˚u‹n`e `a˜l´g´è¨b˘r`e `d`e B`a‹n`a`c‚hffl
˚u‹n˚i˜f´èˇr`e `eṡfi˚t ˚u‹n`e ¯p`a˚r˚tˇi`e `c´o“m¯p`a`cˇt´e `d`e C.
D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. S̀o˘i˚t a ∈ A `eˇt λ ∈ C. S̊iffl |λ| > ‖a‖, `a˜l´o˘r¯s a−λ = −λ(1−a/λ)

`a‹vfle´c ‖a/λ‖ < 1, `d`o“n`c a− λ `eṡfi˚t ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi˚i˜b˝l´e `eˇt λ /∈ σ(a).
S̊iffl λ /∈ σ(a), `a˜l´o˘r¯s a− λ ∈ Inv(A), `eˇt `c´o“m‹m`e `c´eˇt `e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `eṡfi˚t `o˘u‹vfleˇr˚t,

˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e ε > 0 ˚t´e¨l `qfi˚u`e a−λ+h ∈ Inv(A) `d`èṡ `qfi˚u`e ‖h‖ < ε. E”nffl ¯p`a˚r˚tˇi`cˇu˜lˇi`eˇrffl,
|λ − µ| < ε ˚i‹m¯p˜lˇi`qfi˚u`e a − µ ∈ Inv(A) `d`o“n`c B(λ, ε) ⊂ C \ σ(a). O”nffl `c´o“n`c¨lˇu˚t
`qfi˚u`e σ(a) `eṡfi˚t ˜f´eˇr‹m`é, `eˇt `e›nffl `éˇt´a‹n˚t ˜bˆo˘r‹n`é ˚i˜l `eṡfi˚t `c´o“m¯p`a`cˇt.

E”x´e›m¯p˜l´e 4.0.9. S̀o˘i˚t (an) ˚u‹n`e ¯sfi˚u˚i˚t´e `d`e›n¯sfi`e `d`a‹n¯s ˜l´e `d˚i¯sfi`qfi˚u`e ˚u‹n˚i˚t´é ˜f´eˇr‹m`é
D̄ = {z ∈ C : |z| 6 1}. O”nffl ¯p`eˇu˚t ¯p˚r`e›n`d˚r`e ¯p`a˚rffl `e›x´e›m¯p˜l´e ˜l´eṡ ¯p`o˘i‹n˚tṡ `d`a‹n¯s ˜l´e
`d˚i¯sfi`qfi˚u`e `d`o“n˚t ˚t´o˘u˚t´eṡ ˜l´eṡ `d`eˇu‹x `c´oˆo˘r`d`o“n‹n`é´eṡ ¯sfi`o“n˚t ˚r`a˚tˇi`o“n‹n`e¨l¨l´eṡ. S̊u˚rffl `2, `o“nffl
¯p`oşfi`e

T (xn) = (anxn).

P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x ∈ `2, `o“nffl `affl

‖Tx‖22 =
∑
n

|anxn|2 6
∑
n

|xn|2 = ‖x‖22,

`d`o“n`c Tx ∈ `2 ; `c´eˇtˇt´e `a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl `eṡfi˚t `é›v˘i`d`e›m‹m`e›n˚t ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e, `eˇt ¯p`a˚rffl ˜l´e
”m`ê›m`e `c´a˜l´cˇu˜l `e¨l¨l´e `eṡfi˚t ˜bˆo˘r‹n`é´e `d`e ”n`o˘r‹m`e ‖T‖ 6 1. I˜l `e›nffl ¯sfi˚u˚i˚t `e›nffl ¯p`a˚r˚tˇi`cˇu˜lˇi`eˇrffl
`qfi˚u`e σ(T ) ⊂ D̄ (`o“nffl `c´o“n¯sfi˚i`d`èˇr`e ˜l´e ¯sfi¯p`e´cˇtˇr`e `d`a‹n¯s B(`2).

S̀o˘i˚t (en) ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e `c´a‹n`o“n˚i`qfi˚u`e `d`e `2 : en = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . ). O”nffl `affl Ten =

anen, `d`o“n`c `c‚h`a`qfi˚u`e an `eṡfi˚t ˚u‹n`e ”vˆa˜l´eˇu˚rffl ¯p˚r`op̧˚r`e `eˇt en ˚u‹nffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ¯p˚r`op̧˚r`e.
T`o˘u˚t´eṡ ˜l´eṡ ”vˆa˜l´eˇu˚r¯s ¯p˚r`op̧˚r`eṡ ¯sfi`o“n˚t `d`a‹n¯s ˜l´e ¯sfi¯p`e´cˇtˇr`e, `a˜l´o˘r¯s {an : n ∈ N} ⊂

σ(T ). M`a˚i¯s ˜l´e ¯sfi¯p`e´cˇtˇr`e `eṡfi˚t ˜f´eˇr‹m`é, `a˜l´o˘r¯s

σ(T ) ⊃ {an : n ∈ N} = D̄.

A”vfle´c ˜l„˚i‹n`c¨lˇu¯sfi˚i`o“nffl `o˝b˘t´e›n˚u`e ¯p˜lˇu¯s ˛h`a˚u˚t, `o“nffl `o˝b˘tˇi`e›n˚t σ(T ) = D̄.
R`éṡfi`o˝l›vˆa‹n˚t´e : L’`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl λ 7→ Rλ = (a−λ)−1, `d`é¨fˇi‹n˚i`e ¯sfi˚u˚rffl C\σ(a),

`eṡfi˚t `a¯p¯p`e¨l´é´e ˜l´affl ˚r`éṡfi`o˝l›vˆa‹n˚t´e `d`e a. P̀a˚rffl C`o˘r`o˝l¨l´a˚i˚r`e 4.0.4, `e¨l¨l´e `eṡfi˚t `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e.
P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t´e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n‹n`e¨l¨l´e ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e ϕ ∈ A∗, `o“nffl ¯p`oşfi`e f(z) = ϕ

(
(a − z)−1),

`c’`eṡfi˚t ˚u‹n`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e `d`e ˜l„`o˘u‹vfleˇr˚t C \ σ(a) `d`a‹n¯s C. P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t
z, w ∈ C `o“nffl `c´a˜l´cˇu˜l´e

f(w)− f(z) = ϕ
(
(a− w)−1 − (a− z)−1) = ϕ

(
(a− w)−1(w − z)(a− z)−1),

`d`o“n`c, ¯p`a˚rffl ˜l´affl `c´o“n˚tˇi‹n˚u˚i˚t´é `d`e ˜l„˚i‹n‹vfleˇr¯sfi`e, ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e

f ′(z) = lim
w→z

f(w)− f(z)
w − z

= lim
w→z

ϕ
(
(a− w)−1(a− z)−1) = ϕ

(
(a− z)−2).
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L`affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl f `eṡfi˚t `d`o“n`c `d`éˇr˚i‹vˆa˜b˝l´e ¯sfi˚u˚rffl C\σ(a) `a˚uffl ¯sfi`e›n¯s `c´o“m¯p˜l´e›x´e, `c’`eṡfi˚t-
`àffl-`d˚i˚r`e ˛h`o˝l´o“m`o˘r¯p˛h`e (˜l´e `c´o˘u˚r¯s `dffl’`a‹n`a˜l›yṡfi`e `c´o“m¯p˜l´e›x´e `d˚uffl S̀e›m`eṡfi˚tˇr`e 8 `eṡfi˚t
`c´o“n¯sfi`a`cˇr`é `àffl `d`e ˚t´e¨l¨l´eṡ ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s).

S̊iffl |z| > ‖a‖, `a˜l´o˘r¯s

(a− z)−1 = −
[
z(1− a/z)

]−1 = −1
z

∞∑
n=0

an

zn
,

`d`o“n`c, ¯p`a˚rffl `c´o“n˚tˇi‹n˚u˚i˚t´é,
f(z) = −1

z

∞∑
n=0

ϕ(an)
zn

. (4.1)

O”nffl `a˚u˚r`affl ˜bfleṡfi`o˘i‹nffl `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl `dffl’˚u‹n`e `a˚u˚tˇr`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl `a¯sfi¯sfi`oˆcˇi`é´e `àffl ϕ :

g(z) = ϕ
(
(1− za)−1) = −1

z
ϕ
(
(a− 1/z)−1) = −1

z
f(1/z).

P̀o˘u˚rffl 0 < |z| < 1/‖a‖, ¯p`a˚rffl (4.1), `e¨l¨l´e ¯sfi`e `d`é´c´o“m¯p`oşfi`e `e›nffl ¯sfi`éˇr˚i`e

g(z) =
∞∑
n=0

ϕ(an)zn, (4.2)

˜l„`é´g´a˜lˇi˚t´é ˚r`eṡfi˚t´a‹n˚t ”vˆa˜l´a˜b˝l´e ¯p`o˘u˚rffl z = 0. P̀a˚rffl `c´o“m¯p`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl, g `eṡfi˚t C-`d`éˇr˚i‹vˆa˜b˝l´e
¯sfi˚u˚rffl C∗ \ {1/z : z ∈ σ(a)}. D`a‹n¯s ˜l´e `d˚i¯sfi`qfi˚u`e {z : |z| < 1/‖a‖} `c´o“n˚t´e›n`a‹n˚t
0 `e¨l¨l´e `eṡfi˚t `é´g´a˜l´e `àffl ˜l´affl ¯sfi`o“m‹m`e `dffl’˚u‹n`e ¯sfi`éˇr˚i`e `e›n˚tˇi`èˇr`e, `e¨l¨l´e `eṡfi˚t `d`o“n`c `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl
C-`d`éˇr˚i‹vˆa˜b˝l´e `e›nffl 0.

T‚h`é´o˘r`è›m`e 4.0.10. L`e ¯sfi¯p`e´cˇtˇr`e `d`e ˚t´o˘u˚t `é¨l´é›m`e›n˚t `dffl’˚u‹n`e `a˜l´g´è¨b˘r`e `d`e B`affl-
”n`a`c‚hffl ˚u‹n˚i˜f´èˇr`e `eṡfi˚t ”n`o“nffl-”v˘i`d`e.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. V`eˇr¯s ˜l„`a˜bşfi˚u˚r`d`e, ¯sfi˚u¯p¯p`oşfi`o“n¯s `qfi˚u`e σ(a) `eṡfi˚t ”v˘i`d`e. P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t´e
˜f´o“n`cˇtˇi`o“n‹n`e¨l¨l´e ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e ϕ ∈ A∗, ˜l´affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl f `d`é¨fˇi‹n˚i`e `cˇiffl-`d`eṡfi¯sfi˚u¯s `eṡfi˚t `d`o“n`c
`d`é¨fˇi‹n˚i`e `eˇt ˛h`o˝l´o“m`o˘r¯p˛h`e ¯sfi˚u˚rffl C. E˜l¨l´e `eṡfi˚t `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl ˜bˆo˘r‹n`é´e : ¯sfi˚iffl |z| > ‖a‖, `a˜l´o˘r¯s
¯p`a˚rffl (4.1)

|f(z)| 6 ‖ϕ‖ 1
|z|(1− ‖a‖/|z|) = ‖ϕ‖

|z| − ‖a‖
→ 0, z →∞,

`eˇt `e¨l¨l´e `eṡfi˚t ˜bˆo˘r‹n`é´e ¯sfi˚u˚rffl {z : |z| 6 ‖a‖} ¯p`a˚rffl `c´o“n˚tˇi‹n˚u˚i˚t´é. P̀a˚rffl ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e
`d`e L˚i`o˘u‹v˘i˜l¨l´e (`c´o˘u˚r¯s `dffl’`a‹n`a˜l›yṡfi`e `c´o“m¯p˜l´e›x´e, ¯sfi`e›m`eṡfi˚tˇr`e 8) f `eṡfi˚t `c´o“n¯sfi˚t´a‹n˚t´e.
M`a˚i¯s ¯sfi`affl ˜lˇi‹m˚i˚t´e `àffl ˜l„˚i‹n˜fˇi‹n˚iffl `eṡfi˚t 0, `d`o“n`c f ≡ 0.

Ǹo˘u¯s `o˝b˘t´e›n`o“n¯s `a˜l´o˘r¯s `qfi˚u`e ¯sfi˚u˚rffl ˜l„`é¨l´é›m`e›n˚t ”n`o“nffl-”n˚u˜l (a− z)−1 ˚t´o˘u˚t´eṡ ˜l´eṡ
˜f´o“n`cˇtˇi`o“n‹n`e¨l¨l´eṡ ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`eṡ `c´o“n˚tˇi‹n˚u`eṡ ¯s’`a‹n‹n˚u˜l´e›n˚t. C`e¨l´affl `c´o“n˚tˇr`e´d˚i˚t ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e
`d`e H`a˛h‹nffl-B`a‹n`a`c‚hffl (`c´o˘r`o˝l¨l´a˚i˚r`e 3.2.19). C`eˇtˇt´e `c´o“n˚tˇr`a`d˚i`cˇtˇi`o“nffl `d`é›m`o“n˚tˇr`e ˜l´e
˚t‚h`é´o˘r`è›m`e.
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T‚h`é´o˘r`è›m`e 4.0.11. S̀o˘i˚t a ∈ A. P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e p, `o“nffl `affl

σ
(
p(a)

)
= p
(
σ(a)

)
= {p(λ) : λ ∈ σ(a)}.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. S̀o˘i˚t n = deg p. P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t λ `o“nffl `affl p(z)−λ = c(z−z1) . . . (z−

zn) `a‹vfle´c c 6= 0 `eˇt `c´eˇr˚t´a˚i‹n¯s zn ∈ C. A˜l´o˘r¯s p(a)−λ = c(a−z1) . . . (a−zn) ; `c’`eṡfi˚t
˚i‹n‹vfleˇr¯sfi˚i˜b˝l´e ¯sfi¯sfi˚iffl `c‚h`a`qfi˚u`e ˚t´eˇr‹m`e `eṡfi˚t ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi˚i˜b˝l´e, `c.`àffl.`dffl. zj /∈ σ(a), j = 1, . . . , n.
L`eṡ `c´a¯s ”n`o“nffl-˚i‹n‹vfleˇr¯sfi˚i˜b˝l´eṡ ¯sfi`o“n˚t `a˜l´o˘r¯s `c´eˇu‹x `o˘ùffl zj ∈ σ(a) ¯p`o˘u˚rffl ˚u‹nffl `c´eˇr˚t´a˚i‹nffl
j. O”nffl `a˚u˚r`affl `a˜l´o˘r¯s p(zj)− λ = 0, `d`o“n`c λ ∈ p(σ(a)

).
R`e´cˇi¯p˚r`oˆqfi˚u`e›m`e›n˚t, λ = p(z0) `a‹vfle´c z0 ∈ σ(a) ˜f´eˇr`affl `qfi˚u`e p(z)− λ ¯s’`a‹n‹n˚u˜l´e

`e›nffl z0 `d`o“n`c ¯sfi`e `d˚i‹v˘i¯sfi`e ¯p`a˚rffl ˜l´e ˜f´a`cˇt´eˇu˚rffl z − z0 ˚t´e¨l `qfi˚u`e a − z0 ”nffl’`eṡfi˚t ¯p`a¯s
˚i‹n‹vfleˇr¯sfi˚i˜b˝l´e ; `o“nffl `a˚u˚r`affl `d`o“n`c p(a)− λ ”n`o“nffl-˚i‹n‹vfleˇr¯sfi˚i˜b˝l´e `eˇt p(z0) ∈ σ

(
p(a)

).
(V˚r`a˚iffl `d`a‹n¯s ˚t´o˘u˚t´e `a˜l´g´è¨b˘r`e ˚u‹n˚i˚t´a˜l´e, ”m`ê›m`e ¯sfi`a‹n¯s ”n`o˘r‹m`e / ˚t´op̧`o˝l´oˆgˇi`e).

D`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl 4.0.12. S̀o˘i˚t a ∈ A. L`e ˚r`a‹y´o“nffl ¯sfi¯p`e´cˇtˇr`a˜l `d`e a `eṡfi˚t ρ(a) =

sup{|λ| : λ ∈ σ(a)}.

I˜l ¯sfi˚u˚i˚t `d˚uffl ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e 4.0.10 `qfi˚u`e ρ(a) 6 ‖a‖.
(˜fˇi‹nffl `d˚uffl `c´o˘u˚r¯s 18)

T‚h`é´o˘r`è›m`e 4.0.13. P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t a, ˜l´affl ˜lˇi‹m˚i˚t´e ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t´e `e›xˇi¯sfi˚t´e `eˇt ”vfléˇr˚i˜fˇi`e
˜l„`é´g´a˜lˇi˚t´é :

ρ(a) = lim
n→∞

‖an‖1/n.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. I˜l `eṡfi˚t `c¨l´a˚i˚rffl `qfi˚u`e ρ(a) 6 ‖a‖. P̀a˚rffl T‚h`é´o˘r`è›m`e 4.0.11,
ρ(an) = ρ(a)n, `d`o“n`c

ρ(a) 6 inf
n
‖an‖1/n. (4.3)

S̀o˘i˚t ϕ ∈ A∗ `eˇt g(z) = ϕ((1−za)−1), z ∈ C. C`o“m‹m`e `d˚i¯sfi`cˇu˚t´é ¯p˚r`é´c´é´d`e›m‹m`e›n˚t,
g `eṡfi˚t C-`d`éˇr˚i‹vˆa˜b˝l´e (˛h`o˝l´o“m`o˘r¯p˛h`e) ¯sfi˚u˚rffl ˜l´e `c´o“m¯p˜l´é›m`e›n˚t `d`e ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e {1/z :

z ∈ σ(a)} ; `e›nffl ¯p`a˚r˚tˇi`cˇu˜lˇi`eˇrffl, ¯sfi˚u˚rffl ˜l´e `d˚i¯sfi`qfi˚u`e `o˘u‹vfleˇr˚t V = {z : |z| < 1/ρ(a)}.
I˜l `e›nffl ¯sfi˚u˚i˚t (`c’`eṡfi˚t `e›n`c´o˘r`e ˚u‹nffl ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e `d`e ˜l„`a‹n`a˜l›yṡfi`e `c´o“m¯p˜l´e›x´e) `qfi˚u`e ¯sfi˚u˚rffl V
˚t´o˘u˚t `e›n˚tˇi`eˇrffl, `eˇt ”n`o“nffl ¯sfi`eˇu˜l´e›m`e›n˚t ¯sfi˚u˚rffl ˜l´e `d˚i¯sfi`qfi˚u`e |z| < 1/‖a‖}, ˜l´affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl g
`eṡfi˚t `é´g´a˜l´e `àffl ˜l´affl ¯sfi`o“m‹m`e `d`e ¯sfi`affl ¯sfi`éˇr˚i`e `d`e T`a‹y¨l´o˘rffl (4.2).

P̀o˘u˚rffl z ∈ V , `o“nffl `affl `a˜l´o˘r¯s ϕ(an)zn = ϕ
(
(za)n

)
→ 0, n→∞. C`o“n¯sfi˚i`d`éˇr`o“n¯s

`c´eˇtˇt´e ¯sfi˚u˚i˚t´e `c´o“m‹m`e ˜l´eṡ ”vˆa˜l´eˇu˚r¯s `d`eṡ ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n‹n`e¨l¨l´eṡ (za)n ∈ A∗∗ ¯sfi˚u˚rffl ϕ ∈ A∗.
P̀a˚rffl ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e `d`e B`a‹n`a`c‚hffl-S̊t´eˇi‹n˛h`a˚u¯s, ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e {(za)n}n∈N `eṡfi˚t ˜bˆo˘r‹n`é
¯p`a˚rffl ˜l´affl ”m`ê›m`e `c´o“n¯sfi˚t´a‹n˚t´e C `d`a‹n¯s A∗∗. P̀a˚rffl ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e 3.2.20, ‖(za)n‖A 6

C ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t n, `dffl’`o˘ùffl
|z| lim

n→∞
‖an‖1/n 6 1.
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C`eˇtˇt´e ˚i‹n`é´g´a˜lˇi˚t´é ”vˆa˚u˚t ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t z ∈ V `d`o“n`c `e›nffl ¯p`a¯sfi¯sfi`a‹n˚t `àffl ˜l´affl ˜bˆo˘r‹n`e
¯sfi˚u¯p`éˇr˚i`eˇu˚r`e `o“nffl `o˝b˘tˇi`e›n˚t

lim
n→∞

‖an‖1/n 6 ρ(a).

E”nffl ˜l´e `c´o“m˜b˘i‹n`a‹n˚t `a‹vfle´c ˜l„˚i‹n`é´g´a˜lˇi˚t´é (4.3), `o“nffl `c´o“n`c¨lˇu˚t `qfi˚u`e ˜l´affl ˜lˇi‹m˚i˚t´e ¯sfi˚u˚iffl-
”vˆa‹n˚t´e `e›xˇi¯sfi˚t´e, `eˇt

lim
n→∞

|ϕ(an)|1/n = ρ(a).
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C‚h`a¯p˚i˚tˇr`e 5

Oṗ`éˇr`a˚t´eˇu˚r¯s `c´o“m¯p`a`cˇtṡ

5.1 G´é›n`éˇr`a˜lˇi˚t´éṡ
D`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl 5.1.1. S̀o˘i˚t E, F `d`eṡ `eṡfi¯p`a`c´eṡ `d`e B`a‹n`a`c‚hffl `eˇt T : E → F

˚u‹nffl `op̧`éˇr`a˚t´eˇu˚rffl ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e ˜bˆo˘r‹n`é. U”nffl `d˚i˚t `qfi˚u`e T `eṡfi˚t `c´o“m¯p`a`cˇt ¯sfi˚iffl ˜l„˚i‹m`a`g´e `d`e
˜l´affl ˜bˆo˘u˜l´e ˚u‹n˚i˚t´é B = B(0, 1) `d`a‹n¯s E `eṡfi˚t ˚r`e¨l´a˚tˇi‹vfle›m`e›n˚t `c´o“m¯p`a`cˇt `d`a‹n¯s F ;
`a˚u˚tˇr`e›m`e›n˚t `d˚i˚t, ¯sfi˚iffl T (B) `eṡfi˚t `c´o“m¯p`a`cˇt.

O”nffl ¯p`o˘u˚r˚r`a˚i˚t `d`é¨fˇi‹n˚i˚rffl `d`eṡ `op̧`éˇr`a˚t´eˇu˚r¯s `c´o“m¯p`a`cˇtṡ `e›n˚tˇr`e `d`eṡ `eṡfi¯p`a`c´eṡ ”n`o˘rffl-
”m`éṡ `affl ¯p˚r˚i`o˘r˚iffl ”n`o“nffl `c´o“m¯p˜l´eˇtṡ, ”m`a˚i¯s `o“nffl ”nffl’`a˚u˚r`a˚i˚t ¯p`a¯s `d`e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`eṡ ”n`é´c´eṡ-
¯sfi`a˚i˚r`eṡ ¯p`o˘u˚rffl `c´eˇtˇt´e `c¨l´a¯sfi¯sfi`e ¯p˜lˇu¯s ˜l´a˚r`g´e.
E”x´e›m¯p˜l´e 5.1.2. ? L’`op̧`éˇr`a˚t´eˇu˚rffl ˚i`d`e›n˚tˇi˚t´é I : E → E ¯sfi˚u˚rffl ˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e

`d`e B`a‹n`a`c‚hffl E `eṡfi˚t `c´o“m¯p`a`cˇt ¯sfi¯sfi˚iffl E `eṡfi˚t `d`e `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl ˜fˇi‹n˚i`e.
? S̊iffl T (E) `eṡfi˚t `d`e `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl ˜fˇi‹n˚i`e, `a˜l´o˘r¯s T `eṡfi˚t `c´o“m¯p`a`cˇt.
? S̊u˚rffl ˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e `d`e `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl ˜fˇi‹n˚i`e, ˚t´o˘u˚t `op̧`éˇr`a˚t´eˇu˚rffl `eṡfi˚t `c´o“m¯p`a`cˇt.

V`o˘i`cˇiffl ˚u‹nffl `e›x´e›m¯p˜l´eṡ ˚t›yṗ˚i`qfi˚u`e `dffl’˚u‹nffl `op̧`éˇr`a˚t´eˇu˚rffl ”n`o“n˚tˇr˚i‹v˘i`a˜l `c´o“m¯p`a`cˇt.
E”x´e›m¯p˜l´e 5.1.3. S̀o˘i˚t I = [a, b], E = F = C(I) `eˇt k ˚u‹n`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl

`c´o“n˚tˇi‹n˚u`e ¯sfi˚u˚rffl I2. O”nffl ¯p`oşfi`e ¯p`o˘u˚rffl f ∈ E `eˇt x ∈ I

Tf(x) =
∫ b

a

k(x, y)f(y)dy.

I˜l `eṡfi˚t `é›v˘i`d`e›n˚t `qfi˚u`e T `eṡfi˚t ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e. I˜l `eṡfi˚t ˜bˆo˘r‹n`é `c´a˚rffl

‖Tf‖∞ 6
∫ b

a

‖k‖∞‖f‖∞dy = (b− a)‖k‖∞‖f‖∞.

S̀o˘i˚t B ˜l´affl ˜bˆo˘u˜l´e ˚u‹n˚i˚t´é `d`a‹n¯s E. A˜l´o˘r¯s T (B) `eṡfi˚t ˜bˆo˘r‹n`é ; ”m`o“n˚tˇr`o“n¯s `qfi˚uffl’˚i˜l
`eṡfi˚t `é´qfi˚u˚i`c´o“n˚tˇi‹n˚uffl. L`affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl k `eṡfi˚t `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e ¯sfi˚u˚rffl ˜l´e `c´o“m¯p`a`cˇt I2 `d`o“n`c
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˚u‹n˚i˜f´o˘r‹m`é›m`e›n˚t `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e ; ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t ε > 0 ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e δ > 0 ˚t´e¨l `qfi˚u`e, `e›nffl
¯p`a˚r˚tˇi`cˇu˜lˇi`eˇrffl,

sup
x1,x2∈I

|k(x1, y)− k(x2, y)|dy < ε.

P̀o˘u˚rffl f ∈ B `eˇt x1, x2 ∈ I `a‹vfle´c |x1 − x2| < δ ”n`o˘u¯s `a‹vˆo“n¯s `a˜l´o˘r¯s

|Tf(x1)−Tf(x2)| 6
∫ b

a

|k(x1, y)−k(x2, y)| |f(y)|dy 6 ε(b−a)‖f‖∞ 6 ε(b−a),

`c´e `qfi˚u˚iffl `d`é›m`o“n˚tˇr`e ˜l„`é´qfi˚u˚i`c´o“n˚tˇi‹n˚u˚i˚t´é. P̀a˚rffl ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e `dffl’A˚r˚z´e¨l´àffl-Aṡfi`c´o˝lˇiffl, T (B)

`eṡfi˚t ¯p˚r`é´c´o“m¯p`a`cˇt `d`a‹n¯s E = F `eˇt T `eṡfi˚t `c´o“m¯p`a`cˇt.
P̀a˚rffl `d`eṡ `c´a˜l´cˇu˜lṡ ˚tˇr`èṡ ¯sfi˚i‹m˚i˜l´a˚i˚r`eṡ, `o“nffl ”m`o“n˚tˇr`e `qfi˚u`e T `eṡfi˚t `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl `c´o“m¯p`a`cˇt

`e›nffl ˚t´a‹n˚t `qfi˚uffl’`op̧`éˇr`a˚t´eˇu˚rffl ¯sfi˚u˚rffl L2[a, b].

P̊r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl 5.1.4. U”nffl `op̧`éˇr`a˚t´eˇu˚rffl T : E → F `e›n˚tˇr`e `d`eṡ `eṡfi¯p`a`c´eṡ `d`e
B`a‹n`a`c‚hffl E,F `eṡfi˚t `c´o“m¯p`a`cˇt ¯sfi¯sfi˚iffl ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t´e ¯sfi˚u˚i˚t´e ˜bˆo˘r‹n`é´e (xn) ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e
˚u‹n`e ¯sfi˚u˚i˚t´e `e›xˇtˇr`a˚i˚t´e (nnk

) ˚t´e¨l¨l´e `qfi˚u`e (Txnk
) `c´o“n‹vfleˇr`g´e `d`a‹n¯s F .

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. S̊u¯p¯p`oşfi`o“n¯s `qfi˚u`e T `eṡfi˚t `c´o“m¯p`a`cˇt. E”nffl `d˚i‹v˘i¯sfi`a‹n˚t ¯p`a˚rffl C =

supn ‖xn‖ ¯sfi˚iffl ˜bfleṡfi`o˘i‹nffl, `o“nffl ¯p`eˇu˚t ¯sfi˚u¯p¯p`oşfi`eˇrffl `qfi˚u`e xn ∈ B ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t n. L`affl
¯sfi˚u˚i˚t´e (Txn) `d`a‹n¯s ˜l´e `c´o“m¯p`a`cˇt T (B) `a`d‹m`eˇt ˚u‹n`e ¯sfi`o˘u¯s-¯sfi˚u˚i˚t´e `c´o“n‹vfleˇr`g´e›n˚t´e.

R`é´cˇi¯p˚r`oˆqfi˚u`e›m`e›n˚t, ¯sfi˚iffl T ”vfléˇr˚i˜fˇi`e `c´eˇtˇt´e ¯p˚r`op̧˚r˚i`éˇt´é, `a˜l´o˘r¯s T (B) `eṡfi˚t `c´o“mffl-
¯p`a`cˇt.

P̊r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl 5.1.5. L’`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e K(E,F ) `d`eṡ `op̧`éˇr`a˚t´eˇu˚r¯s `c´o“m¯p`a`cˇtṡ `e›n˚tˇr`e
`d`eṡ `eṡfi¯p`a`c´eṡ `d`e B`a‹n`a`c‚hffl E `eˇt F `eṡfi˚t ˚u‹nffl ¯sfi`o˘u¯s-`eṡfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l ˜f´eˇr‹m`é.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. S̀o˘i˚t B ˜l´affl ˜bˆo˘u˜l´e ˚u‹n˚i˚t´é `d`e E. S̊iffl T ∈ K(E,F ) `eˇt λ ∈ C,
`a˜l´o˘r¯s (λT )(B) = λT (B) `eṡfi˚t ¯p˚r`é´c´o“m¯p`a`cˇt `eˇt λT ∈ K(E,F ). S̊iffl T, S ∈
K(E,F ), `a˜l´o˘r¯s `d`e ˚t´o˘u˚t´e ¯sfi˚u˚i˚t´e ˜bˆo˘r‹n`é´e (xn) `d`a‹n¯s E `o“nffl ¯p`eˇu˚t `e›xˇtˇr`a˚i˚r`e ˚u‹n`e
¯sfi`o˘u¯s-¯sfi˚u˚i˚t´e yk = xnk

˚t´e¨l¨l´e `qfi˚u`e Tyk `c´o“n‹vfleˇr`g´e, ”vfleˇr¯s y ∈ F ; `o“nffl `e›xˇtˇr`a˚i˚t
`e›n¯sfi˚u˚i˚t´e ˚u‹n`e ¯sfi`o˘u¯s-¯sfi˚u˚i˚t´e zl = ykl

˚t´e¨l¨l´e `qfi˚u`e Szl `c´o“n‹vfleˇr`g´e, ”vfleˇr¯s z ∈ F .
F̊i‹n`a˜l´e›m`e›n˚t,

(T + S)(xnkl
) = Tykl

+ Szl → y + z.

P̀a˚rffl ˜l´affl ¯p˚r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl ¯p˚r`é´c´é´d`e›n˚t´e, T + S `eṡfi˚t `c´o“m¯p`a`cˇt.
S̊u¯p¯p`oşfi`o“n¯s `qfi˚u`e Tn ∈ K(E,F ) `eˇt ‖T − Tn‖ → 0, n → ∞. U”n`e ˜f´affl-

`ç´o“nffl `d`e ”m`o“n˚tˇr`eˇrffl ˜l´affl `c´o“m¯p`a`cˇi˚t´é `d`e T `eṡfi˚t ¯p`a˚rffl ˚u‹nffl ¯p˚r`oˆc´é´d`é `d˚i`a`g´o“n`a˜l, `e›nffl
`c‚h`o˘i¯sfi˚i¯sfi¯sfi`a‹n˚t `d`eṡ ¯sfi`o˘u¯s-¯sfi˚u˚i˚t´eṡ `c´o“n¯sfi`é´cˇu˚tˇi‹vfleṡ `dffl’˚u‹n`e ¯sfi˚u˚i˚t´e ˜bˆo˘r‹n`é´e (xn) ˚t´e¨l¨l´eṡ
`qfi˚u`e Tnxϕ1◦···◦ϕ1(n) `c´o“n‹vfleˇr`g´e ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t n. M`a˚i¯s `o“nffl ¯p`eˇu˚t `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl ˜l´e ˜f´a˚i˚r`e
`a˚u˚tˇr`e›m`e›n˚t.
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P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t ε > 0, ¯sfi`o˘i˚t N ∈ N ˚t´e¨l `qfi˚u`e ‖TN − T‖ < ε. L’`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e TN (B)

`eṡfi˚t ˚r`e¨l´a˚tˇi‹vfle›m`e›n˚t `c´o“m¯p`a`cˇt, ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e `a˜l´o˘r¯s ˚u‹nffl ε-˚r`éṡfi`e´a˚uffl ˜fˇi‹n˚iffl `d`a‹n¯s F ¯p`o˘u˚rffl
TN (B) : {y1, . . . , ym} ⊂ F ˚t´e¨lṡ `qfi˚u`e TN (B) ⊂ ∪mk=1B(yk, ε). S̊iffl x ∈ B `eˇt k
`eṡfi˚t ˚t´e¨l `qfi˚u`e ‖TNx− yk‖ < ε, `a˜l´o˘r¯s

‖Tx− yk‖ 6 ‖(T − TN )x‖+ ‖TNx− yk‖ < 2ε,

`a˜l´o˘r¯s T (B) ⊂ ∪mk=1B(yk, 2ε). C`e¨l´affl ”m`o“n˚tˇr`e `qfi˚u`e T (B) `a`d‹m`eˇt ˚u‹nffl ε-˚r`éṡfi`e´a˚uffl
˜fˇi‹n˚iffl ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t ε > 0 `d`o“n`c ˚i˜l `eṡfi˚t ˚r`e¨l´a˚tˇi‹vfle›m`e›n˚t `c´o“m¯p`a`cˇt.

(˜fˇi‹nffl `d˚uffl `c´o˘u˚r¯s 19)

C`o˘r`o˝l¨l´a˚i˚r`e 5.1.6. S̊iffl T `a`gˇi¯sfi¯sfi`a‹n˚t `e›n˚tˇr`e `d`eṡ `eṡfi¯p`a`c´eṡ `d`e B`a‹n`a`c‚hffl `eṡfi˚t ˜l´affl
˜lˇi‹m˚i˚t´e `dffl’˚u‹n`e ¯sfi˚u˚i˚t´e `dffl’`op̧`éˇr`a˚t´eˇu˚r¯s `d`e ˚r`a‹n`g ˜fˇi‹n˚iffl, `a˜l´o˘r¯s ˚i˜l `eṡfi˚t `c´o“m¯p`a`cˇt.

P̊r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl 5.1.7. S̀o˘i`e›n˚t E,F,G `d`eṡ `eṡfi¯p`a`c´eṡ `d`e B`a‹n`a`c‚hffl. S̊iffl T `eṡfi˚t
`c´o“m¯p`a`cˇt `eˇt A `eṡfi˚t ˜bˆo˘r‹n`é, `a˜l´o˘r¯s AT `eˇt TA ¯sfi`o“n˚t `c´o“m¯p`a`cˇtṡ (¯sfi˚iffl ˜l´eṡ `eṡfi¯p`a`c´eṡ
`d`e `d`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl ¯sfi`o“n˚t `c´oˆo˘r`d`o“n‹n`éṡ).

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. S̀o˘i˚t T ∈ K(E,F ) `eˇt A ∈ B(F,G). T`o˘u˚t´e ¯sfi˚u˚i˚t´e ˜bˆo˘r‹n`é´e
(xn) `a`d‹m`eˇt ˚u‹n`e ¯sfi`o˘u¯s-¯sfi˚u˚i˚t´e yk = xnk

˚t´e¨l¨l´e `qfi˚u`e Tyk `c´o“n‹vfleˇr`g´e ; ”m`a˚i¯s `a˜l´o˘r¯s
ATyk `c´o“n‹vfleˇr`g´e `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl, ¯p`a˚rffl ˜l´affl `c´o“n˚tˇi‹n˚u˚i˚t´é `d`e A.

S̊iffl T ∈ K(F,G) `eˇt A ∈ B(E,F ), `a˜l´o˘r¯s ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t´e ¯sfi˚u˚i˚t´e ˜bˆo˘r‹n`é´e (xn)

˜l´affl ¯sfi˚u˚i˚t´e (Axn) `eṡfi˚t ˜bˆo˘r‹n`é´e `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl. E˜l¨l´e `a`d‹m`eˇt `d`o“n`c ˚u‹n`e ¯sfi`o˘u¯s-¯sfi˚u˚i˚t´e yk =

Axnk
˚t´e¨l¨l´e `qfi˚u`e Tyk `c´o“n‹vfleˇr`g´e ; `a˜l´o˘r¯s Tyk = TAxnk

`c´o“n‹vfleˇr`g´e, `eˇt TA `eṡfi˚t
`c´o“m¯p`a`cˇt.

C`o˘r`o˝l¨l´a˚i˚r`e 5.1.8. S̊iffl T `eṡfi˚t ˚u‹nffl `op̧`éˇr`a˚t´eˇu˚rffl `c´o“m¯p`a`cˇt ¯sfi˚u˚rffl ˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e `d`e
B`a‹n`a`c‚hffl `d`e `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl ˚i‹n˜fˇi‹n˚i`e, `a˜l´o˘r¯s T ”nffl’`eṡfi˚t ¯p`a¯s ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi˚i˜b˝l´e.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. S̊iffl T `éˇt´a˚i˚t ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi˚i˜b˝l´e, ˜l„`op̧`éˇr`a˚t´eˇu˚rffl ˚i`d`e›n˚tˇi˚t´é I = TT−1

¯sfi`eˇr`a˚i˚t `c´o“m¯p`a`cˇt, `c´e `qfi˚u˚iffl `eṡfi˚t ˚i‹m¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˝l´e.

5.2 L`e ¯sfi¯p`e´cˇtˇr`e `dffl’˚u‹nffl `op̧`éˇr`a˚t´eˇu˚rffl `c´o“m¯p`a`cˇt
L`e›m‹m`e 5.2.1 (`d`e R˚i`eṡfi˚z). S̀o˘i˚t E ˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l ”n`o˘r‹m`é `eˇt F ⊂ E
˚u‹nffl ¯sfi`o˘u¯s-`eṡfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l. A˜l´o˘r¯s ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t ε > 0 ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e x ∈ E \ F

«p˚r`eṡfi`qfi˚u`e ¯p`eˇr¯p`e›n`d˚i`cˇu˜l´a˚i˚r`e» `àffl F : ˚t´e¨l `qfi˚u`e ‖x‖ = 1 `eˇt `d˚i¯sfi˚t(x, F ) > 1− ε.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. O”nffl `c‚h`o˘i¯sfi˚i˚t y ∈ E \F `qfi˚u`e¨l´c´o“n`qfi˚u`e `eˇt ˚tˇr`o˘u‹vfle z ∈ F ˚t´e¨l `qfi˚u`e
`d˚i¯sfi˚t(y, F ) > (1− ε)‖y − z‖. I˜l ˚r`eṡfi˚t´e `àffl ¯p`oşfi`eˇrffl x = (y − z)/‖y − z‖.
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D`a‹n¯s ˜l´affl ¯sfi˚u˚i˚t´e, E `eṡfi˚t ˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e `d`e B`a‹n`a`c‚hffl `c´o“m¯p˜l´e›x´e.

L`e›m‹m`e 5.2.2. S̀o˘i˚t T ∈ K(E), `a˜l´o˘r¯s ˜l´affl ¯sfi˚u˚i˚t´e `dffl’`eṡfi¯p`a`c´eṡ En = (T − I)nE

¯sfi`e ¯sfi˚t´a˜b˘i˜lˇi¯sfi`e : ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e N ∈ N ˚t´e¨l `qfi˚u`e EN = En ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t n > N .

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. I˜l `eṡfi˚t `é›v˘i`d`e›n˚t `qfi˚u`e En ⊂ Em ¯sfi˚iffl n > m. S̊u¯p¯p`oşfi`o“n¯s `qfi˚u`e
`c´eˇtˇt´e ¯sfi˚u˚i˚t´e ”n`e ¯sfi`e ¯sfi˚t´a˜b˘i˜lˇi¯sfi`e ¯p`a¯s, `a˜l´o˘r¯s ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t ε > 0 `eˇt ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t n
˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e xn ∈ En \En+1 ˚t´e¨l `qfi˚u`e ‖xn‖ = 1 `eˇt `d˚i¯sfi˚t(xn, En+1) > 1− ε. P̀o˘u˚rffl
m > n `o“nffl `affl

Txn − Txm = (T − I)xn − (T − I)xm + xn − xm ∈ xn + En+1,

`d`o“n`c ‖Txn−Txm‖ > 1−ε. L`affl ¯sfi˚u˚i˚t´e (Txn) ”nffl’`a`d‹m`eˇt `d`o“n`c ¯p`a¯s `d`e ¯sfi`o˘u¯s-¯sfi˚u˚i˚t´e
`d`e C`a˚u`c‚h‹y, `c´e `qfi˚u˚iffl `c´o“n˚tˇr`e´d˚i˚t ˜l´affl `c´o“m¯p`a`cˇi˚t´é `d`e T .

T‚h`é´o˘r`è›m`e 5.2.3 (A˜lˇt´eˇr‹n`a˚tˇi‹vfle `d`e F̊r`e´d˛h`o˝l›mffl). S̀o˘i˚t T ∈ K(E), `a˜l´o˘r¯s T−I
`eṡfi˚t ˚i‹n¯j´e´cˇtˇi˜f ¯sfi¯sfi˚iffl ˚i˜l `eṡfi˚t ¯sfi˚u˚r¯j´e´cˇtˇi˜f. A˚u˚tˇr`e›m`e›n˚t `d˚i˚t : ¯sfi`o˘i˚t ker(T − I) 6= {0},
¯sfi`o˘i˚t T − I `eṡfi˚t ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi˚i˜b˝l´e.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. S̀o˘i˚t, `c´o“m‹m`e `d`a‹n¯s ˜l´e ˜l´e›m‹m`e, En = (T − I)nE `eˇt ¯sfi`o˘i˚t
N ∈ N ˚t´e¨l `qfi˚u`e EN = En ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t n > N .

S̊u¯p¯p`oşfi`o“n¯s `qfi˚u`e S = T−I `eṡfi˚t ˚i‹n¯j´e´cˇtˇi˜f. S̊iffl E1 = E, `a˜l´o˘r¯s S `eṡfi˚t ¯sfi˚u˚r¯j´e´cˇtˇi˜f
`eˇt ¯p`a˚rffl ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e `d`e ˜l„`op̧`éˇr`a˚t´eˇu˚rffl ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi`e ˚i˜l `eṡfi˚t ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi˚i˜b˝l´e. S̊u¯p¯p`oşfi`o“n¯s
`a˜l´o˘r¯s `e›nffl ”v˘u`e `dffl’˚u‹n`e `c´o“n˚tˇr`a`d˚i`cˇtˇi`o“nffl `qfi˚uffl’˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e x ∈ E \S(E). O”nffl `affl SNx ∈
EN = EN+1, `d`o“n`c ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e y ∈ E ˚t´e¨l `qfi˚u`e

SNx = SN+1y ⇒ SN (x− Sy) = 0.

P̀a˚rffl ˜l„˛h‹yṗ`o˘t‚h`èṡfi`e, x /∈ S(E) `d`o“n`c z = x−Sy 6= 0. V˚uffl `qfi˚u`e SNz = 0, ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e
k ∈ {0, . . . , N − 1} ˚t´e¨l `qfi˚u`e Sk 6= 0 `eˇt Sk+1 = 0. L`e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl Skz 6= 0 `eṡfi˚t
`d`o“n`c `d`a‹n¯s ˜l„`eṡfi¯p`a`c´e kerS `qfi˚u˚iffl `eṡfi˚t ”n`o“nffl-”n˚u˜l. C`eˇtˇt´e `c´o“n˚tˇr`a`d˚i`cˇtˇi`o“nffl ”m`o“n˚tˇr`e
`qfi˚u`e S `eṡfi˚t ˜b˘i`e›nffl ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi˚i˜b˝l´e.

P̀o˘u˚rffl ˜l´affl ˚r`é´cˇi¯p˚r`oˆqfi˚u`e, ¯sfi˚u¯p¯p`oşfi`o“n¯s `qfi˚u`e S `eṡfi˚t ¯sfi˚u˚r¯j´e´cˇtˇi˜f ”m`a˚i¯s ”n`o“nffl ˚i‹n¯j´e´cˇtˇi˜f.
S̀o˘i˚t x0 kerS ”n`o“nffl ”n˚u˜l. P̀a˚rffl ˜l´affl ¯sfi˚u¯jˇr`e´cˇtˇi‹v˘i˚t´é, `o“nffl ¯p`eˇu˚t `c‚h`o˘i¯sfi˚i˚rffl ˚u‹n`e ¯sfi˚u˚i˚t´e (xn)

˚t´e¨l¨l´e `qfi˚u`e Sxn = xn−1, n > 1. O”nffl `affl `a˜l´o˘r¯s Snxn = x0 6= 0 ”m`a˚i¯s Sn+1xn = 0,
`d`o“n`c ˚t´o˘u¯s ˜l´eṡ `eṡfi¯p`a`c´eṡ Zn = kerSn ¯sfi`o“n˚t `d˚i˜f¨f´éˇr`e›n˚tṡ. O”nffl `a¯p¯p˜lˇi`qfi˚u`e `e›n`c´o˘r`e
˚u‹n`e ˜f´o˘i¯s ˜l´e ˜l´e›m‹m`e `d`e R˚i`eṡfi˚z : ¯p`o˘u˚rffl `c‚h`a`qfi˚u`e n, ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e yn ∈ Sn `d`e ”n`o˘r‹m`e
1 ˚t´e¨l `qfi˚u`e `d˚i¯sfi˚t(yn, Sn−1) > 1/2, `eˇt `o“nffl `o˝b˘tˇi`e›n˚t ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t m < n

‖Tyn − Tym‖ = ‖yn + Syn − ym − Sym‖ > `d˚i¯sfi˚t(yn, Zn−1) > 1/2,

`c´e `qfi˚u˚iffl `c´o“n˚tˇr`e´d˚i˚t ˜l´affl `c´o“m¯p`a`cˇi˚t´é `d`e T . C`e¨l´affl ”m`o“n˚tˇr`e `qfi˚u`e S `eṡfi˚t ˚i‹n¯j´e´cˇtˇi˜f.
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O”nffl ¯p`eˇu˚t `e›nffl `d`é´d˚u˚i˚r`e ˚u‹n`e `d`eṡfi`cˇr˚i¯p˚tˇi`o“nffl `c´o“m¯p˜l´èˇt´e `d˚uffl ¯sfi¯p`e´cˇtˇr`e `dffl’˚u‹nffl `op̧`é-
˚r`a˚t´eˇu˚rffl `c´o“m¯p`a`cˇt :
T‚h`é´o˘r`è›m`e 5.2.4. S̀o˘i˚t T ˚u‹nffl `op̧`éˇr`a˚t´eˇu˚rffl `c´o“m¯p`a`cˇt ¯sfi˚u˚rffl ˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e `d`e

B`a‹n`a`c‚hffl E.
1. T`o˘u˚t ¯p`o˘i‹n˚t λ 6= 0 `d`a‹n¯s σ(T ) `eṡfi˚t ˚u‹n`e ”vˆa˜l´eˇu˚rffl ¯p˚r`op̧˚r`e.
2. L’`eṡfi¯p`a`c´e ¯p˚r`op̧˚r`e `a¯sfi¯sfi`oˆcˇi`é `eṡfi˚t `d`e `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl ˜fˇi‹n˚i`e.
3. P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t δ > 0, ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e ˚u‹nffl ”n`o“m˜b˘r`e ˜fˇi‹n˚iffl `d`e λ ∈ σ(T ) `a‹vfle´c |λ| > δ.
4. L`e ¯sfi¯p`e´cˇtˇr`e σ(T ) `eṡfi˚t ¯sfi`o˘i˚t ˜fˇi‹n˚iffl, ¯sfi`o˘i˚t ˚u‹n`e ¯sfi˚u˚i˚t´e `c´o“n‹vfleˇr`g´e›n˚t´e ”vfleˇr¯s 0.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. 1. S̀o˘i˚t λ 6= 0 `eˇt R = λ−1(T −λI) = λ−1T − I. C`o“m‹m`e
λ ∈ σ(T ), ˜l„`op̧`éˇr`a˚t´eˇu˚rffl R ”nffl’`eṡfi˚t ¯p`a¯s ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi˚i˜b˝l´e. P̀a˚rffl ˜l´e ˜l´e›m‹m`e,
kerR 6= {0}. I˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e `a˜l´o˘r¯s ˚u‹nffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ”n`o“nffl-”n˚u˜l x ∈ kerR, `qfi˚u˚iffl
`eṡfi˚t ˜f´o˘r`c´é›m`e›n˚t ¯p˚r`op̧˚r`e ¯p`o˘u˚rffl T : `o“nffl `affl Tx = λ(Rx+ x) = λx.

2. S̀o˘i˚t λ 6= 0 ˚u‹n`e ”vˆa˜l´eˇu˚rffl ¯p˚r`op̧˚r`e `d`e T `eˇt Z = ker(T − λ). S̊iffl B `eṡfi˚t
˜l´affl ˜bˆo˘u˜l´e ˚u‹n˚i˚t´é `d`e E `eˇt B0 `c´e¨l¨l´e `d`e Z , `a˜l´o˘r¯s T (B0) ⊂ T (B) `eṡfi˚t
¯p˚r`é´c´o“m¯p`a`cˇt´e. P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x ∈ B0 `o“nffl `affl Tx = λx, `d`o“n`c x = λ−1Tx

`d`o“n`c B0 = λ−1T (B0) `eṡfi˚t ¯p˚r`é´c´o“m¯p`a`cˇt´e. C`e¨l´affl ˚i‹m¯p˜lˇi`qfi˚u`e `qfi˚u`e Z `eṡfi˚t
`d`e `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl ˜fˇi‹n˚i`e.

3. S’˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e ˚u‹nffl ”n`o“m˜b˘r`e ˚i‹n˜fˇi‹n˚iffl {λn}n∈N `d`e ”vˆa˜l´eˇu˚r¯s ¯p˚r`op̧˚r`eṡ `d˚i¯sfi˚tˇi‹n`cˇtṡ
`d`e T `a‹vfle´c |λn| > δ > 0, `a˜l´o˘r¯s ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e›n˚t `d`eṡ ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s ¯p˚r`op̧˚r`eṡ
xn ∈ E ˚t´e¨lṡ `qfi˚u`e Txn = λnxn ; `o“nffl ¯p`eˇu˚t ˜l´eṡ `c‚h`o˘i¯sfi˚i˚rffl `d`e ”n`o˘r‹m`e 1.
L`eṡ ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s (xn) ¯sfi`o“n˚t ˜lˇi˜b˘r`eṡ, `c´e `qfi˚uffl’`o“nffl ”m`o“n˚tˇr`e ¯p`a˚rffl ˚r`é´cˇu˚r˚r`e›n`c´e :
`é›v˘i`d`e›m‹m`e›n˚t x0 6= 0 ; `e›n¯sfi˚u˚i˚t´e, ¯sfi˚iffl {x1, . . . , xn−1} ¯sfi`o“n˚t ˜lˇi˜b˘r`eṡ `eˇt xn =∑n−1
k=1 ckxk, `a˜l´o˘r¯s

Txn = λnxn =
n−1∑
k=1

ckTxk =
n−1∑
k=1

ckλkxk = λn

n−1∑
k=1

ckxk,

`dffl’`o˘ùffl ckλk = ckλn ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t k, `eˇt `c´o“m‹m`e λk 6= λn ¯p`o˘u˚rffl k < n, `o“nffl
`affl ck = 0 `dffl’`o˘ùffl xn = 0, `c´e `qfi˚u˚iffl `eṡfi˚t ˚i‹m¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˝l´e. D`o“n`c `a˚u`cˇu‹nffl xn ”n`e
¯s’`e›xṗ˚r˚i‹m`e ¯p`a¯s ¯p`a˚rffl ˜l´eṡ `a˚u˚tˇr`eṡ.
S̀o˘i˚t En ˜l„`eṡfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l `e›n`g´e›n`d˚r`é ¯p`a˚rffl {xk : 1 6 k 6 n}. P̀a˚rffl ˜l´e
¯p˚r`é´c´é´d`e›n˚t, En 6= En+1 ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t n. P̀a˚rffl ˜l´e ˜l´e›m‹m`e `d`e R˚i`eṡfi˚z, `o“nffl
`c‚h`o˘i¯sfi˚i˚t ¯p`o˘u˚rffl `c‚h`a`qfi˚u`e n > 0 ˚u‹nffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl yn ∈ En ˚t´e¨l `qfi˚u`e ‖yn‖ = 1

`eˇt `d˚i¯sfi˚t(yn, En−1) > 1/2. A”vfle´c `c´e `c‚h`o˘i‹x, `o“nffl `affl yn =
∑n
k=1 cnkxk `eˇt

yn − cnnxn ∈ En−1, `d`o“n`c

T (yn/λn) = λ−1
n

n∑
k=1

cnkλkxk = cnnxn + zn = yn + z′n
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`a‹vfle´c zn, z′n ∈ En−1. O”nffl ¯p`eˇu˚t `a˜l´o˘r¯s ”m˚i‹n`o˘r`eˇrffl ¯p`o˘u˚rffl m < n

‖T (yn/λn)−T (ym/λm)‖ = ‖yn+z′n−ym−z′m‖ > `d˚i¯sfi˚t(yn, En−1) > 1/2.

L`affl ¯sfi˚u˚i˚t´e (yn/λn) `eṡfi˚t ˜bˆo˘r‹n`é´e ¯p`a˚rffl 1/δ, ”m`a˚i¯s (Tyn) ”nffl’`a`d‹m`eˇt ¯p`a¯s `d`e
¯sfi`o˘u¯s-¯sfi˚u˚i˚t´e `d`e C`a˚u`c‚h‹y : ˚u‹n`e `c´o“n˚tˇr`a`d˚i`cˇtˇi`o“nffl `qfi˚u˚iffl ”m`o“n˚tˇr`e ˜l´e (3).

4. C’`eṡfi˚t ˚u‹n`e `c´o“n¯sfi`é´qfi˚u`e›n`c´e ˚i‹m‹m`é´d˚i`a˚t´e `d`e ˜l„`a¯sfi¯sfi`eˇr˚tˇi`o“nffl ¯p˚r`é´c´é´d`e›n˚t´e : ¯p`o˘u˚rffl
˚t´o˘u˚t n ∈ N∗, ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e ˚u‹nffl ”n`o“m˜b˘r`e ˜fˇi‹n˚iffl (¯p`eˇu˚t-`êˇtˇr`e ”n˚u˜l) `d`e ¯p`o˘i‹n˚tṡ
λ ∈ σ(T ) ˚t´e¨lṡ `qfi˚u`e |λ| > 1/n, `d`o“n`c σ(T ) `eṡfi˚t ˜fˇi‹n˚iffl `o˘uffl `d`é›n`o“m˜b˘r`a˜b˝l´e.
D`a‹n¯s ˜l´e `d`eˇu‹xˇi`è›m`e `c´a¯s, `o“nffl ˜l„`é›n˚u‹m`èˇr`e `e›nffl ˚u‹n`e ¯sfi˚u˚i˚t´e (λn)n∈N `eˇt `o“nffl
`affl ¯p`a˚rffl `d`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl λn → 0, n→∞.

O”nffl ¯p`eˇu˚t `e›nffl ˚tˇi˚r`eˇrffl `e›n`c´o˘r`e ˚u‹nffl `c´o˘r`o˝l¨l´a˚i˚r`e :

C`o˘r`o˝l¨l´a˚i˚r`e 5.2.5. O”nffl ¯p`eˇu˚t `é›n˚u‹m`éˇr`eˇrffl ˜l´eṡ ”vˆa˜l´eˇu˚r¯s ¯p˚r`op̧˚r`eṡ `d`e T `e›nffl
`o˘r`d˚r`e `d`eṡfi`c´e›n`d`a‹n˚t : |λ0| > |λ1| > . . . . P̀a˚r˜f´o˘i¯s `c’`eṡfi˚t ˜f´a˚i˚t `a‹vfle´c `d`eṡ ˚r`éṗ`éˇtˇiffl-
˚tˇi`o“n¯s `c´o˘r˚r`eṡfi¯p`o“n`d`a‹n˚t´eṡ `a˚u‹x ”m˚u˜lˇtˇi¯p˜lˇi`cˇi˚t´éṡ, `c’`eṡfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e `a˚u‹x `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“n¯s `d`eṡ
`eṡfi¯p`a`c´eṡ ¯p˚r`op̧˚r`eṡ.

E”x´e›m¯p˜l´e 5.2.6 (”n`o“nffl ˜f´a˚i˚t `e›nffl `c´o˘u˚r¯s). C`o“n¯sfi˚i`d`éˇr`o“n¯s ˜l„`op̧`éˇr`a˚t´eˇu˚rffl `d`e V`o˝l-
˚t´eˇr˚r`affl : ¯p`o˘u˚rffl f ∈ C[0, 1],

V f(x) =
∫ x

0
f(t)dt.

I˜l `eṡfi˚t `c´o“m¯p`a`cˇt, `c´e `qfi˚u˚iffl `c´e ”m`o“n˚tˇr`e `dffl’˚u‹n`e ˜f´a`ç´o“nffl ¯sfi˚i‹m˚i˜l´a˚i˚r`e `àffl ˜l„`e›x´e›m¯p˜l´e
`d˚uffl ”n`o“y´a˚uffl `c´o“n˚tˇi‹n˚uffl : ¯p`o˘u˚rffl ”vfléˇr˚i˜fˇi`eˇrffl `qfi˚u`e ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e {Tf : ‖f‖∞ < 1} `eṡfi˚t
`é´qfi˚u˚i`c´o“n˚tˇi‹n˚uffl, `o“nffl `c´a˜l´cˇu˜l´e

|Tf(x1)− Tf(x2)| =
∣∣ ∫ x2

x1

f(y)dy
∣∣ 6 ‖f‖∞|x2 − x1| 6 |x2 − x1|.

O”nffl ¯p`eˇu˚t `e›n¯sfi˚u˚i˚t´e ”m`a¯j´o˘r`eˇrffl

|V f(x)| 6 ‖f‖∞
∣∣ ∫ x

0
1dt = x‖f‖∞,

`eˇt ¯p˚u˚i¯s ¯p`a˚rffl ˚r`é´cˇu˚r˚r`e›n`c´e ”m`o“n˚tˇr`eˇrffl `qfi˚u`e |V nf(x)| 6 ‖f‖∞xn/n! :

|V nf(x)| 6
∫ x

0
|V n−1f(t)|dt 6 ‖f‖∞

1
(n− 1)!

∫ x

0
tn−1dt = xn

n! ‖f‖∞.

O”nffl `affl `d`o“n`c ‖V n‖ 6 1/n!, `eˇt ¯p`affl ˜l´affl ˜f´o˘r‹m˚u˜l´e `d˚uffl ˚r`a‹y´o“nffl ¯sfi¯p`e´cˇtˇr`a˜l

ρ(V ) = lim
n→∞

‖V n‖1/n 6 lim
n→∞

e− ln(n!)/n = 0,
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`c´a˚rffl
ln(n!)
n

= 1
n

n∑
k=1

ln k >
1
n

∫ n

1
ln xdx = 1

n

[
x(ln x− 1)

]n
1 ∼ lnn→ +∞

`qfi˚u`a‹n`dffl n→ +∞. L`e ¯sfi¯p`e´cˇtˇr`e `d`e V `eṡfi˚t `d`o“n`c ˜l´e ¯sfi`eˇu˜l ¯p`o˘i‹n˚t {0}.

5.3 Oṗ`éˇr`a˚t´eˇu˚r¯s `c´o“m¯p`a`cˇtṡ `a˚u˚t´o-`a`d¯j´o˘i‹n˚tṡ
R`a¯p¯p`e¨l : ¯sfi˚iffl T `eṡfi˚t ˚u‹nffl `op̧`éˇr`a˚t´eˇu˚rffl ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e ˜bˆo˘r‹n`é ¯sfi˚u˚rffl ˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e `d`e

H˚i˜l¨bfleˇr˚t H , `o“nffl `d`é¨fˇi‹n˚i˚t ¯sfi`o“nffl `a`d¯j´o˘i‹n˚t T ∗ ¯p`a˚rffl

〈T ∗x, y〉 = 〈x, Ty〉

¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x, y ∈ H : `c’`eṡfi˚t ¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˝l´e ¯p`a˚rffl ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e `d`e R˚i`eṡfi˚z-F̊i¯sfi`c‚h`eˇrffl
`c´a˚rffl y 7→ 〈x, Ty〉 `eṡfi˚t ˚u‹n`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n‹n`e¨l¨l´e ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e ˜bˆo˘r‹n`é´e. C`eˇt `op̧`éˇr`a˚t´eˇu˚rffl `eṡfi˚t
˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e `eˇt ˜bˆo˘r‹n`é `d`e ”n`o˘r‹m`e ‖T ∗‖ = ‖T‖ :

‖T ∗‖ = sup
‖x‖=1

‖T ∗x‖ = sup
‖x‖=‖y‖=1

〈T ∗x, y〉 = sup
‖x‖=‖y‖=1

〈x, Ty〉 = ‖T‖.

P̊r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl 5.3.1. U”nffl `op̧`éˇr`a˚t´eˇu˚rffl ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e ˜bˆo˘r‹n`é T ¯sfi˚u˚rffl ˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e
`d`e H˚i˜l¨bfleˇr˚t H `eṡfi˚t `c´o“m¯p`a`cˇt ¯sfi¯sfi˚iffl T ∗ `eṡfi˚t `c´o“m¯p`a`cˇt.
D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. C`o“m‹m`e T ∗∗ = T , ˚i˜l ¯sfi˚u˜f¨fˇi˚t `d`e ”m`o“n˚tˇr`eˇrffl ˜l„˚i‹m¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl
`d˚i˚r`e´cˇt´e. S̀o˘i˚t T `c´o“m¯p`a`cˇt, `a˜l´o˘r¯s K = T (B) `eṡfi˚t `c´o“m¯p`a`cˇt `o˘ùffl B `eṡfi˚t ˜l´affl
˜bˆo˘u˜l´e ˚u‹n˚i˚t´é. C‚h`a`qfi˚u`e x ∈ H `d`é¨fˇi‹n˚i˚t ˚u‹n`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e fx : y 7→ 〈x, y〉

`d`e H `d`a‹n¯s C, `a˜l´o˘r¯s ¯sfi`affl ˚r`eṡfi˚tˇr˚i`cˇtˇi`o“nffl `eṡfi˚t `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e ¯sfi˚u˚rffl K. L’`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e
S = {fx : x ∈ B} `eṡfi˚t ˜bˆo˘r‹n`é´e ¯p`a˚rffl 1 `eˇt `é´qfi˚u˚i`c´o“n˚tˇi‹n˚u`e `d`a‹n¯s C(K) : ¯p`o˘u˚rffl
˚t´o˘u˚t x ∈ B

|fx(y1)− fx(y2)| = |〈x, y1 − y2〉| 6 ‖y1 − y2‖.

C’`eṡfi˚t `d`o“n`c ˚u‹n`e ¯p`a˚r˚tˇi`e ¯p˚r`é´c´o“m¯p`a`cˇt´e `d`e C(K), ¯p`a˚rffl ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e `dffl’A˚r˚z´e¨l´àffl-
Aṡfi`c´o˝lˇiffl. M`a˚i¯s ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x1, x2 ∈ B

‖fx1 − fx2‖∞ = sup
y∈K
|fx1(y)− fx2(y)| = sup

y∈T (B)
|〈x1 − x2, y〉|

= sup
y∈B
|〈x1 − x2, Ty〉| = sup

y∈B
|〈T ∗(x1 − x2), y〉| = ‖T ∗(x1 − x2)‖,

`d`o“n`c T ∗(B) `eṡfi˚t ¯p˚r`é´c´o“m¯p`a`cˇt (`d`e ˚t´o˘u˚t´e ¯sfi˚u˚i˚t´e (xn) ⊂ B `o“nffl ¯p`eˇu˚t `c‚h`o˘i¯sfi˚i˚rffl ˚u‹n`e
¯sfi`o˘u¯s-¯sfi˚u˚i˚t´e (xnk

) ˚t´e¨l¨l´e `qfi˚u`e (fxnk
) `c´o“n‹vfleˇr`g´e, `eˇt `a˜l´o˘r¯s (T ∗(xnk

)) `c´o“n‹vfleˇr`g´e).
L’`op̧`éˇr`a˚t´eˇu˚rffl T ∗ `eṡfi˚t `d`o“n`c `c´o“m¯p`a`cˇt.

T‚h`é´o˘r`è›m`e 5.3.2. S̀o˘i˚t T ˚u‹nffl `op̧`éˇr`a˚t´eˇu˚rffl `c´o“m¯p`a`cˇt `a˚u˚t´o-`a`d¯j´o˘i‹n˚t ¯sfi˚u˚rffl ˚u‹nffl
`eṡfi¯p`a`c´e `d`e H˚i˜l¨bfleˇr˚t H. A˜l´o˘r¯s :
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? L`eṡ ”vˆa˜l´eˇu˚r¯s ¯p˚r`op̧˚r`eṡ `d`e T ¯sfi`o“n˚t ˚r`é´e¨lṡ ;
? L`eṡ `eṡfi¯p`a`c´eṡ ¯p˚r`op̧˚r`eṡ `c´o˘r˚r`eṡfi¯p`o“n`d`a‹n˚t `a˚u‹x ”vˆa˜l´eˇu˚r¯s ¯p˚r`op̧˚r`eṡ `d˚i˜f¨f´é-
˚r`e›n˚t´eṡ ¯sfi`o“n˚t `o˘r˚t‚h`oˆg´o“n`a˚u‹x.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. P̀o˘u˚rffl λ ∈ C, ¯sfi`o˘i˚t Eλ ˜l„`eṡfi¯p`a`c´e ¯p˚r`op̧˚r`e `a¯sfi¯sfi`oˆcˇi`é `àffl λ :

Eλ = {x ∈ H : Tx = λx}.

S̊iffl λ ”nffl’`eṡfi˚t ¯p`a¯s ˚u‹n`e ”vˆa˜l´eˇu˚rffl ¯p˚r`op̧˚r`e, Eλ = {0}. O”nffl ”n`o˘t´e `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl `qfi˚u`e kerT =

E0.
? T`o˘u˚t λ ∈ σ(T ) ”n`o“nffl-”n˚u˜l `eṡfi˚t ˚u‹n`e ”vˆa˜l´eˇu˚rffl ¯p˚r`op̧˚r`e. P̀o˘u˚rffl x ∈ Eλ

”n`o“nffl-”n˚u˜l, `c´o“m‹mffl `eT = T ∗,

〈Tx, x〉 = λ‖x‖2 = 〈x, Tx〉 = λ̄‖x‖2,

`dffl’`o˘ùffl λ = λ̄.
? S̊iffl λ 6= µ `eˇt Eλ, Eµ ¯sfi`o“n˚t ”n`o“nffl-”n˚u˜lṡ, `a˜l´o˘r¯s ¯p`o˘u˚rffl x ∈ Eλ, y ∈ Eµ `o“nffl
`affl

λ〈x, y〉 = 〈Tx, y〉 = 〈x, Ty〉 = µ〈x, y〉,

`d`o“n`c 〈x, y〉 = 0.

T‚h`é´o˘r`è›m`e 5.3.3. S̀o˘i˚t T ˚u‹nffl `op̧`éˇr`a˚t´eˇu˚rffl `a˚u˚t´o-`a`d¯j´o˘i‹n˚t ”n`o“nffl-”n˚u˜l ¯sfi˚u˚rffl ˚u‹nffl
`eṡfi¯p`a`c´e `d`e H˚i˜l¨bfleˇr˚t H. A˜l´o˘r¯s

sup
‖x‖=1

|〈Tx, x〉| = ‖T‖.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. Ǹo˘t´o“n¯s M = sup‖x‖=1 |〈Tx, x〉|. O”nffl `affl `é›v˘i`d`e›m‹m`e›n˚t

‖T‖ = sup
‖x‖=1

‖Tx‖ = sup
‖x‖=‖y‖=1

|〈Tx, y〉|

`eˇt `e›nffl ¯p`a˚r˚tˇi`cˇu˜lˇi`eˇrffl ‖T‖ >M . P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x, y ∈ H

〈T (x± y), x± y〉 = 〈Tx, x〉 ±
(
〈Tx, y〉+ 〈Ty, x〉

)
+ 〈Ty, y〉,

`d`o“n`c

〈Tx, y〉+ 〈Ty, x〉 = 〈T (x+ y), x+ y〉 − 〈Tx, x〉 − 〈Ty, y〉

= −〈T (x− y), x− y〉+ 〈Tx, x〉+ 〈Ty, y〉,

`dffl’`o˘ùffl
〈Tx, y〉+ 〈Ty, x〉 = 1

2
(
〈T (x+ y), x+ y〉 − 〈T (x− y), x− y〉

)
.
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E”nffl `é´cˇr˚i‹vˆa‹n˚t ˜l´affl ”m`ê›m`e `é´g´a˜lˇi˚t´é `a‹vfle´c iy `àffl ˜l´affl ¯p˜l´a`c´e `d`e y, `o“nffl `o˝b˘tˇi`e›n˚t

−i〈Tx, y〉+ i〈Ty, x〉 = 1
2
(
〈T (x+ iy), x+ iy〉 − 〈T (x− iy), x− iy〉

)
,

`eˇt ˜fˇi‹n`a˜l´e›m`e›n˚t

〈Tx, y〉 = 1
2
(
〈Tx, y〉+ 〈Ty, x〉

)
− 1

2i
(
− i〈Tx, y〉+ i〈Ty, x〉

)
= 1

4
(
〈T (x+ y), x+ y〉 − 〈T (x− y), x− y〉

)
− 1

4i
(
〈T (x+ iy), x+ iy〉 − 〈T (x− iy), x− iy〉

)
.

O”nffl `c´o“n`c¨lˇu˚t `qfi˚u`e

|〈Tx, y〉| 6 1
4M

(
‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 + ‖x+ iy‖2 + ‖x− iy‖2

)
= M

4 (‖x‖2 + ‖y‖2 + ‖x‖2 + ‖iy‖2) = M

`eˇt `d`o“n`c M = ‖T‖.

T‚h`é´o˘r`è›m`e 5.3.4. S̊iffl T ˚u‹nffl `op̧`éˇr`a˚t´eˇu˚rffl `c´o“m¯p`a`cˇt `a˚u˚t´o-`a`d¯j´o˘i‹n˚t ”n`o“nffl-”n˚u˜l
¯sfi˚u˚rffl ˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e `d`e H˚i˜l¨bfleˇr˚t H , `a˜l´o˘r¯s ˚i˜l `affl ˚u‹n`e ”vˆa˜l´eˇu˚rffl ¯p˚r`op̧˚r`e ”n`o“nffl-”n˚u˜l¨l´e.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x ∈ H ˜l´e ¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t ¯sfi`c´a˜l´a˚i˚r`e 〈Tx, x〉 = 〈x, Tx〉 =

〈Tx, x〉 `eṡfi˚t ˚r`é´e¨l. P̀a˚rffl ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e ¯p˚r`é´c´é´d`e›n˚t,

‖T‖ = sup
‖x‖61

|〈Tx, x〉|.

Q˚u˚i˚tˇt´e `àffl ˚r`e›m¯p˜l´a`c´eˇrffl T ¯p`a˚rffl −T , `o“nffl ¯p`eˇu˚t ¯sfi˚u¯p¯p`oşfi`eˇrffl `qfi˚u`e ‖T‖ = sup‖x‖61〈Tx, x〉.
C‚h`o˘i¯sfi˚i¯sfi¯sfi`o“n¯s ˚u‹n`e ¯sfi˚u˚i˚t´e (xn) ⊂ H ˚t´e¨l¨l´e `qfi˚u`e ‖xn‖ = 1 `eˇt 〈Txn, xn〉 → ‖T‖.

P̀a˚rffl ˜l´affl `c´o“m¯p`a`cˇi˚t´é `d`e T , ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e ˚u‹n`e ¯sfi˚u˚i˚t´e `e›xˇtˇr`a˚i˚t´e yk = xnk
˚t´e¨l¨l´e `qfi˚u`e

Tyk `c´o“n‹vfleˇr`g´e ”vfleˇr¯s ˚u‹n`e ˜lˇi‹m˚i˚t´e z ∈ H. P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t k

‖Tyk − ‖T‖yk‖2 = ‖Tyk‖2 − ‖T‖〈yk, T yk〉 − ‖T‖〈Tyk, yk〉+ ‖T‖2‖yk‖2

→ ‖z‖2 − 2‖T‖2 + ‖T‖2 = ‖z‖2 − ‖T‖2.

L’`e›xṗ˚r`eṡfi¯sfi˚i`o“nffl `àffl `g´a˚u`c‚h`e `eṡfi˚t ¯p`oşfi˚i˚tˇi‹vfle, `d`o“n`c ‖z‖ > ‖T‖. A˚uffl ”m`ê›m`e ˚t´e›m¯p¯s,

‖z‖ = lim
k→∞

‖Tyk‖ 6 ‖T‖.

D`o“n`c ‖z‖ = ‖T‖ `eˇt Tyk − ‖T‖yk → 0, `d`o“n`c yk → z/‖T‖. M`a˚i‹n˚t´e›n`a‹n˚t

Tz = ‖T‖ lim
k
Tyk = ‖T‖z,

`d`o“n`c z 6= 0 `eṡfi˚t ˚u‹nffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ¯p˚r`op̧˚r`e `d`e T .
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T‚h`é´o˘r`è›m`e 5.3.5. S̀o˘i˚t T ˚u‹nffl `op̧`éˇr`a˚t´eˇu˚rffl `c´o“m¯p`a`cˇt `a˚u˚t´o-`a`d¯j´o˘i‹n˚t ¯sfi˚u˚rffl ˚u‹nffl
`eṡfi¯p`a`c´e `d`e H˚i˜l¨bfleˇr˚t H. A˜l´o˘r¯s :

? I˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e ˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e `o˘r˚t‚h`o“n`o˘r‹m`é´e {eα} `d`e H `qfi˚u˚iffl `c´o“n¯sfi˚i¯sfi˚t´e `d`e ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s
¯p˚r`op̧˚r`eṡ `d`e T : ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t α, Teα = λαeα.

? L’`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e {α : λα 6= 0} `eṡfi˚t `d`é›n`o“m˜b˘r`a˜b˝l´e, `eˇt `e›nffl ˜l´e ˚r`e›n`o˘t´a‹n˚t {en :

n ∈ N} `o“nffl `affl, ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x ∈ H ,

Tx =
∑
n

λn〈x, en〉en.

D`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl. ? P̀a˚rffl T‚h`é´o˘r`è›m`e 5.2.4, σ(T ) \ {0} `eṡfi˚t `a˚uffl ¯p˜lˇu¯s `d`é-
”n`o“m˜b˘r`a˜b˝l´e. P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t λ ∈ σ(T ) \ {0}, ˜l´affl `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl `d`e ˜l„`eṡfi¯p`a`c´e
¯p˚r`op̧˚r`e Eλ `eṡfi˚t ˜fˇi‹n˚i`e. C‚h`o˘i¯sfi˚i¯sfi¯sfi`o“n¯s `d`a‹n¯s `c‚h`a`qfi˚u`e Eλ ˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e `o˘r˚t‚h`o-
”n`o˘r‹m`é´e (˜fˇi‹n˚i`e), `eˇt ¯sfi`o˘i˚t {en : n ∈ N} ˜l´affl ˚r`éˇu‹n˚i`o“nffl `d`e `c´eṡ ˜bˆa¯sfi`eṡ, `qfi˚u˚iffl
`eṡfi˚t ˜f´o˘r`c´é›m`e›n˚t `d`é›n`o“m˜b˘r`a˜b˝l´e. P̀a˚rffl T‚h`é´o˘r`è›m`e 5.3.2, ˜l´eṡ `eṡfi¯p`a`c´eṡ Eλ

¯sfi`o“n˚t `o˘r˚t‚h`oˆg´o“n`a˚u‹x ¯p`o˘u˚rffl λ `d˚i¯sfi˚tˇi‹n`cˇtṡ, `a˜l´o˘r¯s {en} `eṡfi˚t ˚u‹n`e ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e
`o˘r˚t‚h`o“n`o˘r‹m`é´e.
S̀o˘i˚t E ˜l„`e›n‹vfle¨l´op̧¯p`e ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e ˜f´eˇr‹m`é´e `d`e {en} (`d`e ¯sfi`o˘r˚t´e `qfi˚u`e {en} `eṡfi˚t
˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e ˛h˚i˜l¨bfleˇr˚tˇi`e›n‹n`e `d`e E) `eˇt Z = E⊥. L`e ¯sfi`o˘u¯s-`eṡfi¯p`a`c´e Z `eṡfi˚t
T -˚i‹n‹vˆa˚r˚i`a‹n˚t : ¯sfi˚iffl x ∈ Z , `a˜l´o˘r¯s ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t n

〈Tx, en〉 = 〈x, Ten〉 = λn〈x, en〉 = 0.

L`affl ˚r`eṡfi˚tˇr˚i`cˇtˇi`o“nffl R = T |Z `eṡfi˚t ˚u‹nffl `op̧`éˇr`a˚t´eˇu˚rffl `c´o“m¯p`a`cˇt, `qfi˚u˚iffl ”nffl’`affl `a˚u`cˇu‹n`e
”vˆa˜l´eˇu˚rffl ¯p˚r`op̧˚r`e ”n`o“nffl-”n˚u˜l¨l´e : ¯sfi˚i‹n`o“nffl `c´e ¯sfi`eˇr`a˚i˚t ˚u‹n`e ”vˆa˜l´eˇu˚rffl ¯p˚r`op̧˚r`e `d`e
T `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl `eˇt ˜l´eṡ ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s ¯p˚r`op̧˚r`eṡ `a¯sfi¯sfi`oˆcˇi`éṡ ¯sfi`eˇr`a˚i`e›n˚t `c´o“n˚t´e›n˚uffl `d`a‹n¯s
˜l„˚u‹nffl `d`eṡ `eṡfi¯p`a`c´eṡ Eλ, λ ∈ σ(T ) \ {0}, `e›n`g´e›n`d˚r`éṡ ¯p`a˚rffl {en}. P̀a˚rffl
T‚h`é´o˘r`è›m`e 5.3.4, R = 0, `d`o“n`c Z ⊂ kerT . O”nffl ¯p`eˇu˚t `c´o“m¯p˜l´éˇt´eˇrffl {en}
¯p`a˚rffl ˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e `o˘r˚t‚h`o“n`o˘r‹m`é´e `d`e Z `eˇt `o˝b˘t´e›n˚i˚rffl ˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e {eα} `d`e H.
L`eṡ ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s eα ∈ Z ¯sfi`o“n˚t `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl ¯p˚r`op̧˚r`eṡ `àffl T `d`e ”vˆa˜l´eˇu˚rffl ¯p˚r`op̧˚r`e
0.

? S̀o˘i˚t P ˜l´affl ¯p˚r`oj̧´e´cˇtˇi`o“nffl `o˘r˚t‚h`oˆg´o“n`a˜l´e ¯sfi˚u˚rffl E. P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x ∈ H `o“nffl `affl
Tx = TPx, `eˇt

Px =
∑
n

〈Px, en〉en =
∑
n

〈x, en〉en.

P̀a˚rffl `c´o“n˚tˇi‹n˚u˚i˚t´é `d`e T , `o“nffl `affl ”m`a˚i‹n˚t´e›n`a‹n˚t

Tx =
∑
n

〈x, en〉Ten =
∑
n

λn〈x, en〉en.
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