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CRapitre 1

14 Copologie gensrale

*émfpanhcu&mt@/p@{z@ﬁw@a&»geduduaﬁd’mwde%mw&

+ disbalubi
*QFN&/W&'W,MQ’WMWW
*tq&%mde%bw&ﬁmmdwq&%ﬁmu

144 %’W sunenks, Gerumea
@e%wut«o/n’l’li fmewnmmngge@fP ﬁmnggede,&%dfeé
&AW&X.%MWMXEA[WWTCP teé[e
gue -
* 0, Xer,
x s UVer albraUNVer,
*mUiETWwiel,a&miL&UiEr

Cheonome 14.9. $oit X un eapace mebnigue. obes couvents dams le
WW»WWWMX

87%\/"\,0,602

)lea/[moeéq‘nébuo[uea

* R™

* LP, ¢



« C(K), B(H)
* lespace de E&Pmant% S(R™)
9. La JZ@T\ep,eﬁAﬁ discrete
3. bo. Lopelogie grosizne
b Sun X = {a,b} on et da[)fm la t&rwﬁog&e 7 ={0,{a}, X}.

@é%mwﬁ«m i.i.3.%mtcy,wf@§42MXeAfc&feAé/méemWW
z,yGX,Mm%y,a&miﬂmnfdethéUDx,VDyteZ)?ue

Uunv =0. Onwaﬂo»wwxww;%wdy%m &?ﬁA/Z
Les Lopologies 3, 4 me somk pas sépances.

142 Usisimage, base de Lopologie
Deffimition 444, Un voisimage de x € X eal Loule pantic W de X

WMMMUMMxEUCW.gMg&L{eW[@

?LXMW:WGV(@AALWWMWMB(JE,T),

r>0.

ganzsfom.t(mt 1.1.5.?@1’[‘80 WML{EWL{&XM&_

ﬂé{mubme&[’X.Ofnfwde

B:{Elﬂ---mEn:’FLEN,Vj EjEBQ}

T:{UBi:I ?LIA‘LZCO’IW, Vi B; € By} U {0}.

el

C/@[G)MTEA['WW@@MX.

OmWWWWWGV(m)MWwMMMME&
UeB kel que zeU.

Ecomyles -

5£ahyr\sﬂegmmuﬂedsRmtmﬁamdnéedmwceAW/erea
M\tefmeer]foo,a[d]b,Jroo[weca,beR.

6. Ssit feC([0,1]) ek t€0,1]. Fow kouk € >0, o pose
Ue(f) ={9 € C([0,1]) : |f() — g(t)| < e}
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Goik emauite
Bo ={Ute(f):t€[0,1],e >0, f € C([0,1])}.

£a@po&@8xﬁm8enham50@twwedagamw%anaemmvr&e

UWMW,WWBCT&Q@ Mm@&e&tgarm
AEWMBMW&W@W@TUQW%MW.
WMWGV &WUEB()

8owm/rxﬂe x) ={B(z,r): r>0}da/rwumew[\acemebuqu

fm%&m MWW80CTL6QQ€WQBAWGAWAEA@
&émmxt&%mmmtm@md&r@md&aﬂomwBomtm/rmé-@m
de 7.

14.3 Suikes muengmt%

WWGV JWNGNMWan>Nma

T, €W.
& :
* Dams X =R I&AALF’@U:AECO’T\AEL@’WLW:]Z‘—QI+€[WM
e>0.
*EDWMWW : W = B(z,r), 7>0.

WW&AW@&KM%MM&WJMW)

de X. Ladfenence (ou la formelune) A dume pantie AlsubsctX eat
/W@W@WWWA;cw&WWW

mfamfA.ﬁZ:X,mc&fgueAsAfmdeX.
gm,am/]rxﬁab:
*?LA@l:@mm,a&mA:E
* Dame mevr\lze 4,[2@@@1méownt{®,{b},)(}.g)o¢ A = {a}, alows

A=X.



Excencice ’1.’1.9.x€ZMWﬂA7é®WMWLAWnagere:U.

Sxcemple 1440, $it X = C(10,1)) avec la t@w&g@ c%m ci-dessus,

et acit D={feX:0< f<1, ff:l/Q}OnMM"MWW
tous ty,... ty € [0,1] il existe f € D telle gue f(tr) = = f(t.) = 0.

gcﬂaifmftﬁ%ww()éﬁ.
(fim du couns 1)

OH,OWMM&.WJMWMD .'A/ifnGDW

domimée [ fo—0, ce qui n'est pas posaible.

145 Topologie imduite
Deffimition 4444, Bt (X,7) un eapace Lopologique et A C X. ofa

WWWA@MTA:{UQAZUET}.

%ma)u}ue 1449. 74 @[MWW@ASMLA - Mo contient
0 et A puis (UNA)N(VNA)=UNV)NA el Ui(U;NA) = (U; U;) NA.
Mrur&edeﬁah@vpeﬁsﬁmuwﬂem [a,b) CR, aun. TCC...

Deffmition AAA3. X et dit discnet ai v = P(X). Une pantie A eat
dite disendle i 74 = P(A).

Proposition AAAkL. A est discret dams X ssi tout simgloton {a},
aEA,@[GwWMTA/dMWMGEAJWUETM
gueAﬂUz{a}A

Excomyles
1. Z dams R esk diserel; n=jn —1,n+1[.
1 * ’ H .

Q.A:{O}U{E:nEN}mmt/rmdeLet ./T\MMMUCR

wnl:eﬁwmtOitheNeNtquueVnENmal/nEU,M

UnA#{0}.

. 1 1 1

3.B:A\{O}wm;wwn>l,maE:Bﬂ]n_'_l,n_l

[
b ausai {1} = Bm]%,3[.

1.9 c)@/[\/lxpjmhmw conbimues

@WM&.&.ﬂ.fMX,Y&AW@W&f:X%YW
af//zﬁcattm OMM%wfmfcmwmf’l(U)meWW
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suvert U CY.
Proposition 1.2.9. $ X el Y aont des eapaces métnigues, alons f

esl conbimue soi poun tout w € X el toul e >0 il exisle §> 0 te/?ue
f(B(z,6)) C B(f(z),¢).

o@énmbwbm?o«tfmme Foun tout z € X ef e >0, Lemsemble
B(f(w),a)e&twm,d@mmwnagemm@tméﬁaewm
x&a@@ﬂbm@o«&eE(x,é)m5>O.
%W,Wwfwém%«e%m@h@ms—5?mt
UCY un swoenk ek V = f2(U). Joun kout 2 €V om a y=f(z) €U
dmcjﬂmtea>0te9que3(y,a)cU.(&¢ 6>Othuef(B(x,6))c
B(y,z), alow B(x,6) ¢ f 1 (B(y,2) € 1 (U) =V ; om concluk que V' esk
cwvent O

Exemple 1.9.3. 1. Git 7 la topoligie discnite sun X oblons Loute
WMf:X%YMwW,MYWW.J@M
contraine, f: 7 — X esl conbinue ssi f~1({x}) eal un owvent
WM:UEX.

Exomple comonet - X =2, il eat diacret avec Lo topologie uouell
frte[t) (la pantie entione) est discontinue de R dams Z. Sn
Z,MWMWWWWMW&LW

0. Git v Lo Lopolbgie grossione aun X. Mors boute application
f:Z%XeAfwnbﬂwe,a/uecZguez:o/ngw:ma&%%bww
FUX) = Z el ceat le sedd suvent & Uﬁ"u%(ﬁl
fﬁvnazknfemamfmaf:X—)Y,aﬁwa_l(U)Mébw@wX
WMMU&Y;ALY@A[’WfMWM
conatante.
5[WW’MMWLZWW D pan
MW&,WW&RMWRWMW-
e !

Md@z&mteb.?kf@twfnh/weekmn—)m,maum@imxmf(xn)—)
F(@). On Limuverse meal:/r\mb@%mnm



Ecemplle 1.2.b. fron inclut dms fe couns) Gt X — C[0.1) en fope.
/@g@d@[amm@?mcewv&,@fMA:{feX:—lgfgl}M
2 topelsgie induite. On vt faciloment que Lapplication 1 [ ¢
demvu@wdomumée) Ch E =11 -¢5¢]) ne@fwwwdj Al
0<e<1/2 .-maOGE,WMWWWWL{eOJyad@

W&/Wl/2MEMMWWM

WWWUCX}Wf(U)MWWY.fMM

m&/m%nmwwmag&w[@med@u[@/@mﬂf_lw
ouvenles.

Fremangue : ume application conbimue bijective f eak un homeomon-

phisme ssi elle eat sumsente.

Sxemple 126, 1. X=Y =R, f(x)= 1+2 On a f(R) =]0,1] ce
Wnéafwmz&fnéafdamwm.
2X=RY=T={2eC:lsl =1} On pose f(t) = e, celle
application est continue el suvente.

3 X =02n] Y =T, f(t) = eit. oblorns § esl conlimue @t@@tm
WWW&A-U:[O,w[MMMX,WmW
ne Vest pas.

4. B—{l n €N}, Lapplication f: B — N, lHneA[K%&;t{/ue

W&émwwm a/o)wff U aont conbimues ;
(i A couns 9)

13 Copologie qnoduit
Coiemt (X,7) ek (Y,p) des esaces tyf\agagu}uaa Om d.é{))mui ume t&rus

PogiﬁMLXmedmwmmtm@aAe:

B={UxV:UerV € p}



Froposition 1.3 4. cbes applications px, py sonk conlinues et ou-

wenles.

Domonatrnation. $i U c X est owvent, alons p3' (U) = UxY, suwvent pan
déghnihmx.geﬂawnbwafuepxeatm@ﬁwe,ekdem@mepy.

Gt maimkenamt W € X xY un suvent. Touwn bouk (z,y) € W, ill ecciske
un susent de base UxV kel que U e 7,V € p et (z,9) e UxV c W dollorws
pX(W)DpX(UXV):U,dofnctcmtxepx(W)ﬂde&tmtefmafuecm
ummaﬁeom;oegawmwpxmtm.£emm
e&l:lzem@me/[\ounpy. O

S X,YWA@WW\MU&A,QQO’TAB(JJ7T)XB(y,T) est la boule
demg,emrwnlhéem(x,y)zmpﬁmﬁadmtamae

d: ((s,t), (u,v)) = max (dx(s,u),dy (t,v)).

@MWWWXl ..... X,, o dafimit le X =11, X

dX(xl,...,xn)7(y1 ..... yn)) = max{dx, (z;,y;):i=1,..., n}.

OmWWWMﬁ%WMR”M@m,M

les distamces

&5 (w1, xn), (Y1, - s Yn)) = (de,;(xiyyi)zi)l/%

1< p< oo, aonk équivalentes embre elles e i dx .
£QWMWWWMMQMWEWAEGQ£_
feurws (Xi)iGI'QMX:HieIXi/MMAe&mmWM _
qui coimeident dams le cas dum puieduit fimi : la dem
Ao iyl o eplge s ot mw_m;?"‘
(xi)ielwxleXWWiMWWun'ﬂ&Wd@
%@/ﬂ@ﬂ@/mx]%UXteQQ@q“ﬁ EX/PMLP‘W @mwﬂe
RN@tQQMMT\Q?QedBGBD’WMf N — R, c'est-d-dine, des suites néelles.



Omed@eWQ@mm&Q@WW.@mJCIB&M&
UiETi,iEJ,G’TL/r\G{\e

Wi we, =tz € X Vi€ J 2 € Ui}

@mmn/r\Qe,ALXi:RriUi:B(ti,e),maW:{xeRI:ViE
J\xi—ti|<€}.(€@m@[),eamdédmantmmmibwnm¢:

Wi, = Uit VieI\J Ui=X,.
iel

@Z%fmufayn 13.2. Gt ((Xi’Ti))ieI me%amu[&die&flaceé t@f&&?gugo
gaWWMMWX:HieIXiWWm&L
B={ Wiy, s JCT ffmi, Vi€ J Uier, YieI\J U =X }.

Socemple 4.3.3. $it 1=0,1] et E=R". Sn ubilisant des nolations

We s (f) ={g € E - [f(tx) — g(tr)] < €}

={geE:VteJ=1{t,..., tn} g(t) € B(f(t),e)}.

gemm[d@éfém&nﬁodelg @fc%agzuem%delgmwmwmdeae

lase de la Lopologie produit
Sur c(1) R, [aw&%mwxmﬁa@w&%deﬁa

gxmnfv& ’1.3.4.4@a/rwRNM&WML/@M@]O,I[XRN*

zo €]0,1]. ofmﬂﬂe

10,1N= {z = (z,) e RN : Vn =z, €]0,1[}

m@lwWWWEBMasupzew’ne,\,|wn|:oo}
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La tonologie des bottes o poun base les pooduits dowvents T, Us
soms condibions sun Us, Lemsemble 10, 1N ek done susent dams cethe

bopologie.
£QMMWWWPAWWM%M

Qewdwtim%am&edemvr\ac@mtwwvr\a& cest le Hhéoneme de
Trychomaff

g%@fu%\d)o/n. 1.35. it ((Xi,7) ie[m%aﬂnl”edw@w&?aﬂm
momvides ok X oan pioduit (awvec o Lopolagic produit). oblons -

*gw%MMpi:(xj)jeleiMwmden

Lout i€ 1.

x X est sépand i el seulement si chague X; est sépané.
Domonatnation. (1) fa prewve et exackement la méme que dams e cas
dgdm@@tam pow foult Ui € 7 om o pi (Uy) = [T, Vy ot Vi = U
ek V=X, al j#i. gekmwmweaxtouwltdmnpl@tmxbmue.()m
(fim s cowns 3

(2) Supposons que X esk sépans. Soit j e I ek z;,y; € X; diskimets.
@mwi#j,mwmieXiW%m;mwyizxiw
boul i # j. bes poimks w = (2;) ek y = (y:) sonk diskimets dams X, il emiste
allors dewse susents U,V de X kels que ze U, ye v ek Unv =9. On
MWWMWMW@&@QA&,UZHUiJV:HVi.
On o z; = pj(@) € p;(U) = Uy ek y; = p;(y) € p;(V) = V;; ce sonk des
W&Xj.?wmomwﬁ’m%wmtezewﬁ‘/j.gm
T\smtzi:xi/r\omi#j,mo@bimdmnta@omz:(zi)eUﬂV,cequL
e&tbﬂv[\mkwe.ég'm@weobomUjﬂijtdmmuide,ekmamﬁmthé
que X; esk sépane.

@%WW\LMMXJ-WLéA?Lx:(xi)eiy:(yi)AM\t
deumT\mtodeXdiA,Umotb,aﬂ@fwiﬁm,tejelteﬁoruexj#yj.Om
peut dhowsin U;,V; € 7 Lells que U; 0V =0 et 35 € U, y; €V, G
WUi:%:Xiwwi#j,demmwth:HUi
atV:HVidQ’i/nme,chmm}ideteQAqueereker. m
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1 4 @mw-té

deuse defjimitions d'um espace compact. B premizne eak spéefiquement
mebrique
Deffimition 444 (cas mbnique). Boil X un eapace mébnigue. On dit
que X eal compact ai toute suite (v,) C X admet une sous-suite conven-
genle.

Lo deuscizme esk géménale et devient lo poumeipale poun meus -
Deffmition 1.4.9. Soit X un eapace Lopologique. X eal dil: compact

AM@[WJNWWW@MJ@XWMW

/W&memf%mu c/@uffwyme/nftﬁfm( U)ier aonl des ouvenls et X C

UserUs, alons A existe J = {31, -+, in} C I %{/M te/gue X cup_,U;, .
%MWACXMMWN%MWW&
f Dovic imduile
dbﬁ@nm,mwmmedemdmdé&mmmﬁmlmvr\w

autre |
&WQWWMWWN%%W@%EQIW
gmnfje 1.4 3. *O@WR",&AWWW&AW

M%Wmmetﬂmmeo

* %OMMM%MW@&MM)@fw.

dams s eapace el de Bamach o WQ@%W ot el
damstew«m@?SduzMOQnecP\emP\e

Q%imw auze compléments, o obbient ume aa@umw

gansfwtuyn 144 Gt X un eapace W‘ﬁﬂ?“f“e bepané. Mlons X
WWMWWMJEW?:{E}EI donl Louke
panie fnie o Uintensection monvide Uintenection de fo fomille ontione
NierF; eal mon-vide.

12



@MW.?@XW.@MWiGLMWUi:X\FZ-.
ég'k /r\rll’l_ Q,LIQ){)W ﬂiEIFi = [Z), e auwnaik UiEIUi = X. QDQTL Q(L wm/]maté,
MWMMWW@M\L Tlyeeesy i,LEItapquJE
X =Up_U,,. MQawaQo’wﬂkl —V)oequxme&t/r\ab/r\mmwe/r\an
[ e

O
gka'thmébMaﬂy@e,anmwwm&m

Froposition 1.4.5. § X eal un compacl, alons Loule pantie imflimie
ACXWWWZ‘JM%&M wnfmprXteﬂW,&wf

uouwnageVEV a/x/ntawgo&@/nm%tmwa/uecA

o@@ﬂwmbwbm.?wmwwﬂewmbwmg:quew{wbntpeXadmet
mmmaﬁz%qmaﬁ'm@wmmgxmmA@mwwm
wVpMW&(WdﬂeW).égaW{%:peX}mkm
necouwsnement ousenk de X ; MMMMWWWM
fimi {(Vp k= 1,..m}. dOas olos 4 € Up_ (ANV;,) esf fimi, ce qui
eal ume combradickion. O

UQ rn'% a pab d’mxr\ﬂmcdlmx néou(\noque

144 &Mmﬁwmwaﬁwgw@

Froposition 1.4.6. Soib X un eapace Lopologique sepane.
j.ﬁActhchte,aﬁmAme.
Q.SDLA@[WJBCAWW,@&MB@[@W.

Demonatration. (1) Seit A compacke et p e X\ A. Comme X esk aspare,
pow bout a € A ill exciske un suvent U, € V(a) qui me combient pas p,
e,t&mtemMVaeV(p)qmm’mmmtean.£a@m&Qe
U:{Ua:aEA}mtmnwmemtdeA.@anwﬁwr\aaté,m
Mmmmm.mwm@m{um ..... Ua,}. M0ais dams
e cob

pENMp_1 Vo, CX\Up_1Uq, C X\ A4;

Pemsermle X\ A est done sunenk ek A4

(Q)SDGitAww[\acteatB\A@ngée(dmwAmdamXc'mt
équmm&aw\t/(m[za/[\anbe()) L (Udier esk um necowsnement suuvent

13



deB(qmd&mMmﬁah@e),aﬁomiﬁMhed&M%dgAt&a
WWOB:UiWMi;MQIRWw@M,A\Bth,aQOM
A CUierV; U (AN B).

MMB,@WWW&MWWWGUM
deUim(A\B)ﬂBzﬁ.OnT\eutaQ@rwembmmeumm-nmm

giﬂude(Ui),ceqxumwmb\equehtmmr\ant. i

condibien d2bre A&/I’ anée.

Demonabration. Soik X, des enpaces Lopologiques sépanés eb f: X =Y
mhmm@mwwmm%ef Y?mt Ui)icr wm necouusne-
wmtowv@mtdeY.£ea/[\anﬁst¢:f (1)Am¢wuenteaetnewww

X;mwtaﬁ@wm&%mw-mwnt@m\kvh,“.,%n.
gmmm&»g@(Uz)gzlAmtapﬁmmnmummmxt[)fmkdeY i
gmmfje’l4950¢ Iab%CMWWM&W,aM&L
wwzge ([a, b]) eAfmt{tacte @WWW&TLM@@AEW
gimducoww4>
Theoneme 1.4 40. ﬁXeameYWwa‘f X =Y une
W\,&MQQWMMffl.@mMMUC
Xmmwr&emeth-X\Ue&tBeﬂmedwmmdeom
compact. Fimage (f F) esk compact, done flenmé dams
YgamwmequxceY\f )e&tc«umad: wbmfmt%m,dmw
YA\ S(F) = X\ F) = f(U) = (/)71 (U). Cel monbne que f1 eak

wnhmueetfe&t@mmp\e/mémn@fur\?um ]
[@%W:@em’mtw&mmgév@m&!gwﬂe:tlﬁe“da

[0,27] dams T ]

%mm/r\anwmmvrmtamt

14



Conollaine A4 AA. G X eal compact el 7 eal ume Lopologie sépane
WMMX/C@J.T’CT/,%M%WT/:T

@W.UQMW@WWQ’WWW. 0

Deffimition 4 442 Une pantie A X dium eapace Lopelogigue sépans

Jorumée.
%med@WdeC[a,b}mdmmémﬂe

Hhaoreme ddorpel o s tand.

Defimition 4.4 Ah. Bil X un espace mébnigue el A X. Jour &> 0

MW&—}MWAEAZ_MWMRMRCX teﬂguew,t@uf

a€A il existe reD teﬂ?ued(a,r)<5.

ga:e/nv/je’l.zr.if). *XW@WW&-@MWWM
WACX el Lout € > 0.

*OWWWwAz[Z),WWDMm&mM
Loul ¢ > 0.
*QDMMACR”,/WMRZEZ"WMEW&W.SOLA@[

WWMWWS>OB”@WW€-W%{W.

?oits>0dommé.£ea@ou&e&{B(x,s):xé[l}xwml:umnacowunejment
Mdﬁﬁ.@mmemw—W@m@{B(zk,s):
k=1,..., n}, ansec x) € A. follors, AC ACUP_ B(wg,e), dome {og 1 k =



(<) it (w,) ume suite dams A. Foun bouk m € N, il exiskent des
27" néneaic BAPNA Ry om a alow Ac Urer,, B(r,€). N exciste o msims
mrERltquutemeJmMeIlz{nEN:xneB(r,1/2)}e&tim%vm.
8W,WWm>2&mrm€RmtquueQ’mwm@QeI =
{ne[mlzwneB(rm2_m}eatim[)f'm.L Om/[\eutcpxmmdomc/rm
nécwnemce p(m) € I, /r\MaP\aL]uemdgMntequego(m—i—l ) > p(m £a
suike (zp(m)) MMQQWT\WW qoun fouk 1> m

d(xw(m),$¢(l)) < d(xw(m),rm) + d(Tm, xw(l)) < ol=m,

@lmtd@mmwmde(em&fg,e%mw@iﬁedademet
dams A. O

143 Lemme de Toorum

QEQMWMMALUQ&MMB&LJ:MW om me e
demontre pas, ek ill esk gquinsallent & [acciome du choice de o Héonie des
emsembles.

(@é%um,t«yn 1.4 418. %nm@&wamdmméAl/eMWudm
rebation fimaine <

*nz%?m:me x<m

*bm/rwxﬁ/ue.xgy @fygzmtfﬁ'guexéz;

*a/ntax?/méffu'gue <y d’ygfcMn/ftﬁgwx:y,

WWm,%ZGE.
ﬂagéeéda/nAE .'a:éyaug{anygx.
Ecemplle 1.4 A9. R, Z sont Lotalement ondonmes. of ensemble 72 avec
Dondne

(n,m) < (n',m') aai n<m ebn' <m'
MWWW@&[@WW:&AW(OJ)J(LO)M

Sxcemple 1.4 .99 . Bensemble R x {0} est une chaime dams 7.
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Deffimition 4423, Une pantic A dum ensemble ordonné B eat dite

vn%mée/)l/m[emeEtefﬁweagm/[mmwaeA. Ofna//lfe%m
mngﬂk?wm:fo@ufer‘

c’éwnf&iuM — 00, 0] BA[’/NL%@’YEL{O/ILAR mais me posséde pas
dslement be pllas grand i mascimal

o@mﬁaW{m (1,0)} dams 22, chacum des devoc lements esk

@WWM% $i ¢ est une chaime et w,,...,0, € C, alons il
exisle un dlsment maccimal de cet emaemble - ~je{1,..., n}fe/que

@Wa&bﬂ.@mmmmce/r\an/[\@ﬁmy:xl.gky<x2,mpe
WwWyzm,Wma%&ﬁMy}xQ.Omwnhm
ce/[mocédé/r\ounkembw2etn.@3anwﬁwbwoﬁom,may2ka
toutk,etywvwdeamecﬂ’mdmégémm@k) i

mal

Q@WM?MVMWMMS)&MMQ,&m'%aM
ddéfmmxbm.ﬁnmi&mtexEmeQ.

On comsidene [emsemble B des panties libres de v, sndonme pan
Vimclusion. i ¢ = {B;}icr ¢ E esk ume Raime dams E, allorns sa. néumion

B = Ujer B;

M%w:&mwmm&m@mzzzlAkbkmtmme,m&bkeB,
Mwwkiﬂm&eikelt@@owbke&k.@m@w
1.4.25,19mteme/panb\eBilmmmaﬁe/[\wmeBik,k:1 ..... n.Oera
dembkeBilwwk.JAcheLtermﬁﬂemt%w,dymAkzo/rm
Mk.@mmc&;tqueBGE,etéo&dmmmthagbﬁeC.d\gmmdk-
W&BWE@%WMM%,&WWWM
WWWWMWM%WMW&T\M ]
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1.4 4 Chéoreme de C@M
(eetplé@némwuh&xmﬁe[zefmmdﬁ%m

Cheorneme 1.4.98. Soient ((Xi,m)),., des eapaces Lopologiques mom
w{@,aﬂ@m/amﬁm&ﬁxzn Xi@tm%adudAaMm

el

Demonatration. (=) St X esk compact, aloms chaque X, ek sépané pan
Froposition 135, et compack pan Cheoneme 1.4.8.
(<) o prewve esk hasge sun lo definition pan les formes et se
1. On dina. qu'ume famille demsembles F = (Fa)ac est cembnee dams
thouteco@ﬁechm@um&demé&émemt&aﬁlumm
wide © NP_ F,, #0.

2. Soit F = (Fa)aea wme famille contrée de fenmés dams X
Omwme'mamﬁﬂeEdeme@Bam&Q@mxbmgdg
W&X(WWMAEW),@W@WfCQ@d
ensemble est ondonme pan limclusion. Coute chaime ¢ ¢ B esk
WW%W@MA@M;MC:{@}MJ
QZUieIgi,OQG’w
* Bvidemment F C G ;

* ok Aq, ..., A, Egaﬁofw&mte/r\mmcpuguekmzkelw
queAkeglk,xﬂmte/r\m@DnaT\mhmx’l425m8mmmgu
maweraQofwAkegu/r\mh}utk (eo/m/meguebtwnblee
Np_ A # 0.

£a/[\af\hegmtdcmcdmeetm%bneC,ekmmtdamQ@

(@;mduwan)

3. On mombre enauite que
(o) $L Aveg k=1,...,n dow N4 eg. (simem GU{N A
senail. Loujouns conbrée, ef dams )
(b) si Ac X eak kel que ANB#0 poun tout Beg, dlow Aeg.
(Simom GU{A} senail cembnée, can NI_, (BxNA) = (NP_, Bx)NA

mmgMQIW,MWmBkEQ.)

18



.?@&kié],wpi:X%XiQa/rmoamW\iqueetgi:

{pi(A):Aeg}.desfwc'mtumeBamQQewnbiéedamin AL
AveG k=1,....n, dlos

D pi(Ae) 5 N piAk) D pi( 0 Aw) # 0.

xieﬂgi:ﬂ{F:Fegi}.

.goitWiumwmmOﬁzoww&dexidmin.@mwAEQMQ

z; € pi(A), dome WiNp;(A) # 0 ek o comaéquence p; LW)NA#0.
Fare o /[mT\mété 3(@), MOUDd ONFGND p;l(Wi) €qg.

?@dixz(xl)lejmmcﬂebxzdégumcdanw4ceeutumaﬁeww¢

Udemwmhmtum%imm&edg@amW:HielWiteﬁqueWi:Xi

/(\MLiEI\JekJe&t@bni.@muémgkeq.ueW:ﬂier;l(Wi).@m
5&3(a),maW€g.

- Joun tout A€ g el tout U e V() on a alows UNA#£0, pan 5

eb can G est cembnée. dl em suik que = € 4.
8%W,C'meAefcg.u\/bmgwéjémm¢bde
fwgaw@,aﬁomxeﬂ{F:Fe}"}.

«W» aymflaota 2o, 1) c}ue/guewéfl, ™ ele.
Onnwﬁ%w/m@m%%numwf{o,l} eéfcmnftad’;d@mc
0,1} aussi, poun Loul I.
On peut monbren que {0, 11N est homéomorphe a Lemsemble de Can-
ton; su bien on peut le conaidenen Lel guell et demontren le «ails du
OnWWmWW{O,l}R n:e&['ﬁabméc}uanﬁe%mm\fmn

Mcdd.JWWWWWWW&W-WW-

gan/:e.

15

Qmmmté

@é%vm.t@/nifsjl %nWWWEeAfMWAQ/m
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E=UUV avec U,V suvenls, UNV =0 impligue U=E ou V =E.
%MWACEMWWMEM%MW
MWM&:ACUUV,MU,VM&AML{&EJ

NVINA=0, impligue ACU su ACV.
UNVNA=10 AcCcU ACV

Sxcemple 1.5.9. Z n'est pas connexe dams R - on a

Z ] - 0,0[U] — 1, +o0].
o molen gue ces panties simbensectent dams R, mais pas dams Z.
Theonome 1.5.3. $oit B un eapace Lopologigue. oblons 1 eat conmence
ai el seulment ai Vume des conditions suivantes squisalontes eal vé.
%EFUH%F,HW@[’FQH@WFEM

H=F;
Q.f@MW&&%&MW%WMEJ@;
3. C@WWWfE%{O,I}(@nWWW

{0,1}) eal comatamte.

@MMW.ﬁ@:MEMW&E:FUHW

F,HWM(i),MWWU:E\F,V:E\H.(eemmtdaa

m,&FHszm\&gwE:UUVWWE:FUHW
nv @.OmMamaQywth:EdomcF:@ekH:E,mt
E

dett H=0 et F=F.

@:>@ cal f E—{0,1} e&tc@fr\bkmue,aﬂefwA:ffl({O}) esk
oumenl:,mmE\A:f—l({l})mtm@&wmdomAmt@efwé.ng
st A=F ek f=0ou bien A=0 ek f=1.

@ﬁ cak UV sonk suwverks, E=UUV ek UNV =0, on

WW
0, zeU,
f(a?){

1, xeV.

égebimaﬁmmm@d'wu\mtcdamb {0,1} aonkt 0,E,U ek V, tous ou-
W,dmcf@twm@w&bam@@),e@edmtébwwm&mﬁe,m
U=F cu V=F. O
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gxe/m//w[e 154, * %%Aw?&foﬂ{x}@ftm%@uMW
* %nMﬂaﬂﬂe[:}a,b[MR@[W t&uﬁe%@mﬁt@ﬂayﬂﬂ

Wf:]%{O,l}@fﬁnf!aﬂ&buﬁkylmﬁ/mwdeldamRﬁf
conatante

gafwfmb.am 155. f@d‘ EY des eapaces t&r&&?@u@, E conmnecxe, el

MfE%Yw/nbﬂwec/@ﬁwa(E)eA[umememmdeY

Domonatnation. S U,V sonk des owvents de ¥ kels que f(E) cUUV ek
UNVAL(E) =0, dlsne U = f~1U), V! = f~1(V) sonk susents, E = U'NV’
etU’ﬂV’:[b.Omad@mU’:EouV’:E,cea[u,Lirmj’r\Qm[ueECUou
EcCV. o
ga:e/m.fje 1.5.6.55;]:[11,6]eff:I%Yaame&huw,Yéfa/nf

WWWWm,yMWWWWI:[O,I]J
f@)=ty+ (1 —-t)x.
/r\o«mbeuba,bGEianiAtef:[O,l]%Ewnhmueterequef(O):a,
f(1)=0b.

W excistent: alons des suenks U,V mon wides kels que £ = U UV et
UﬁV:@.gDm'taEU,bGV (L&Mmmﬂ@)ggm&ume[)}ow
f:1=[0,1] = E conbimue felle que £(0) =a, f(1) =b. On a f(1) c ULV,
UNV =0 ek f(I)NU, )NV senk monwvides; cela implique que f(I)
cédembe. O
Ecomple 158, Lonaemlle 1 R

B = {0} x [-1,1]U{(t,sin (7)) : £ €0, 1]}

(fin du. couna €)
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8m%éﬂémﬂ,ﬂanéu¢moquemtgamwbmmdvmmwmi,e[&e%t

oL

@Wmmio.%mWAcRmmwﬂem

Lonvvence.

Demenstration. Si A c R est convece oo elle esk commece. Si elle
m’e&tww«m,aﬂo’wiﬁmt@nta,beAte&o[ue[a,b]gZA‘UQmAl:e
ollors ¢ €la,b\A. Moo alsrs, em W U=]—o00,c], V=]¢c,+00[, om a
ACUUV,UﬂV:@,frT\ai,bA¢U&A¢V,dofm:Am'mt/rmwnmm. O

Cornollaine 1.5.11.%@MWW&RWL{6AM—
valles.

Demonatration. Les imkeralles somt comvenes. Si A est comvere ot
m-Me,Am’ta:ianekbzsupA (qukqﬂe,u/umt@fflﬁ—ooet—i—oo).
@)mceAqueﬁcomque,madymagcgb.gjoitmimtenamkce]a,b[.
@mwmeC>a,iQmAtealeAte,QL}Lwaia1<c.ﬂ)eméme.ianou)te
b A kel que ¢ < by < b Fon o comvenits, on a far,b1] € A, dot
ce A et enfim Ja,b[c A. Les bormes imclus su mom, A est dome um
imbervsalle.

1541 @W commences

gmﬁéﬂéﬂaﬁ,ﬂanmdemm'%twwmm &mx@%&de
comaidénen [0,1]U[2,3].

Proposition 4.542. Soient (Ea)aca des panties conmeres d’un espace
W@WX.%QQEQ#@,LZ&ME: gAEaa&fm/n/neme.
Demonatration. Choisissens a e NaFy . Coik f:E — {0,1} conbimnue.
@P\aﬂuﬂEaeAtmmm,aQ@fwfndebtmmtamteetégAQedf(a)gQﬂe
e&taﬂeméﬁaﬂedf(a)mE,ceququeEe&tmm‘ o
@z’%mutwn i513f€mewneAfacet@7mz@g@w ggwlt@ufoX,
OeraMe”eC(x)facmnf@Aamfdeex

@fc&/n/ngxe.

O

9. Joun kout z,y € X asil C(z) = Cly), scit C(z)NCly) =0.
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3. oba nelalion x ~y asi C(x) = C(y) est ume nelation dequiva-
ﬁgmmx,/@mxmmﬁamwdem
cwma/nt@cefnfrweo.

C(x) ek monwvide. Cetke noumion est commexe pan Fhoposibion
1549.

9. Sient 2,y € X. i C(z)NC(y) esk monvide et combient um poimt
: e X, dow C(z) U C(y) esk commence pan @n&r\m@m 1549.
Cetke néumion esk done conbernu dams kous les deu C(z) et C(y),
ce qui implique C(x) = C(y).

3. Guident.

O
Froposition 1.545. Tout ouvent U dams R eat la néumion disjointe
JWML{W%.
o@mmm.@mmm&&d@nme@tﬁammW
de ses composamtes conmemes. Chague composamte esk um imtervsallle ; il
demmwwwmeU,mwmmmC(x)
eat ouwvente (dams R). Soit y € C(z). W existe um imbervalle sument T tel
quzyGICU.@etiml:efwaﬂQee&twww,etyEIﬂC(x),domIUC’(:r)
MW@MWQWA&C@),&%WICC(%)@%W
qweC(x)e&tc»w\}ente i

%@man?ue i.5.16.0mf@ufmmbmam%wwtfenéunmgéf
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CRapitre 2
Fonckions combimues

ik x MWWWA On mote C(X,R) ek C(X,C) les es-
WM@@WM@MWWA&XMRJCW&C@WM G wme
WMA'WQMQ@WMMkWC . Bes sous
WMWWWW@WMW@(XR)&@(XC)
M/’r\aclwuemmdi Omm@mwmmﬂammum@yme

[flloe = supex [f()].

$i K =X esk compact, alons £(K) est compack poun toute fonction
conbimue f, em /r\awm, memé; on a dene C(K,R) = Cy(K,R) ek
C(K,C) = Cy(K,C), ek om les comnidne foujourns anec fo mervme wmi-
%@)vme.
QWW.UQMMWMWf:supnfn.%wma>o.
@DomtoutxeKiQamtenxeNter[uefnm(ac)>f(x)—s.@3mQa
wmbmmtédefatdefm,&mtewmuomm%emdeex
bel e

[f(y) = f(@)] <e &b |fu,(y) = fu, (@) <€

/r\ewxb@uliyeUx.

@@WWWM&K,MM%M
mwmnmmnwnt[)fmx {Usyy---s an}.gaeuntoutyeK,mbwwue

aﬁywkteﬂquayerk.gméUanmtnk:nmww%mnﬁm
motabions, on a :

[f () = Fa @) <1 (W) = flae)] + 1 (@) = fu (@)] + | g (21) = Fai (Y)] < 3e.
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(goitmimtammtm:max{nk:kzl,...,n}.Oma oo, < fm < f peun
Mk,d@m/r\omteutyel(

0< f(y) = fm(y) < fy) — fur(y) < 3¢,

cequxdémombm&etp\é@f@m ]

obemme Qii%m&mm&fﬂ@ﬂ@m@(un)ww
Wfa%&m&oﬂ f(t):\/imu%annnémmszlz[o,l].
@M@M.Omwuozo,&mwm

U1 (t) = un(t) + %(t — un(1)?). (241)

@)Mwﬁwbmchmn,cewdea/’r\e@\d/@m@
meoéun(t)gﬂwwnektoutte[o,l].@mm
n=0 cesk duidenk. @mnéumm, Upg1 = Up =0 el

Vit =ty (t) = VE—un(t) — %(t — un(t)?)

=Vt —un(t) — %(\/%— un () (VE + un(t))

= (VE = un(®) [1 = 5 (VE+ un0)]

> (VE—un(t) (1= V1) > 0.
Lo suite cvissamte (un) est done borvnée et admet ume fimike aimple u.
En passant & la limite dams (24), on browse u(t) = u(t) + §(t—u(t)?),
dotl u(t)? =t. Les @eﬁn&b@’m} u, ekamk /r\eﬁibimeb, on o u(t) = Vt. Om
M}mgmmtumx%@We O
(i du couns 7)
Om M gonine les [nemienes a/[\/lf\nmm'\ahm Cup(t) =t/2, ua(t) =

t—1t2/8.

Lemme 24.2. $oit X un eapace Lopologique el B une sousalplne
%&mm@deC’b(X,R) WW&A%@WWM df)ﬂo)w//wm
Loules f,g€ B 2@0%@@9&@%& min(f,g) et max(f,g) aont aussi dams B.

o@émmbzaﬁm On wsén i@rie que

max(f,g) = %(f+g+|f—g|> el min(f,g) = %(f+g*|f*9|>,
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&w@&ta&mdem&nbmqueﬁ gl € B. @mmef g € B, mxpeut

mmﬂgxmmwnegahmpm &BautmmbwmwwbouteheB
Qa%@/m:b.mx|h| VA2 est dams B. En disisamt part B, om peut

AUV Gue I1h|leo = 1.

Soit (un) Lo suite des polynsmes defimie dans Semme 244, On pose
h(z) = uy (R (2)) /[\c»untoul:xeXi(esfmm\e Up e,al:wn/’mpfwmetB

maﬂﬁé&wm@mmt&eamwtamt@,mahneB.@erﬁamm,

| 18] = hnlloo = sup | |A(z)] — un (R*(2))| < sup IVt —un(t)] =0, n— oo.
zeX te[0,1]

@WuanWW&hQWamtdB,mahn€B
Wt@utn,d@dw/[mg’wm|h|63. O
Bemme Q.i.3.ﬁACCb(X)@fWAM-a%ég'm,Mmadﬂé7zyﬂw
B=A eAfmwA&ma%égﬁeauAAL

b(X). Soient f.g € B. W exiskent des suites (f.), (g,) dams A qui
W@W(mmmugzmm\a@mf&gwmgmm
biedlien, sup,, (|| falloo + llgnlloc) = € < 00. On o alons [|f]loc < C, et poun
fout z € X

|(f9) (@) = (fagn)(@)] < | (@) (9(2) = gn(@))| + | (f(2) = fu(2)) gn(2)|

C(If = falloo + llg = gnlloc) = 0, n — .
UgwwitquefgeBatclmtdmm@mwneuﬂgAM, O

Cheonome 244 (Stome Weionstnans, cas neel). it K& un compact

el Ac C(K,R) WWLL%&&BW
« abpane leo points de K ot
blsns A est demse dams C(K,R).
Demonatrnation. Om/(\sﬁeB:A,clmtumgAm-aﬂgéQmeByméedsC(K,R).
Ommmmbmn}ueBZC(K,R).g&thC(K,R)et6>0.orncp1wcp\ﬁ\a

o/r\/’f\J’LecP\efo/r\andeb%omchomAdmeDA

Joun kous a,b € K ill existe hop € A tellle que h(a) # hay(b). On pent
/r\B{)rJ‘L

o = )+ (10) = 1 (0) s tle)
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et obtenin gun(a) = £(a), gus(b) = F(b), kouk en ayamt gu € A (ceat wme
combimaison liméoine de hyy b 1). Hes ouvents

Uy ={x € K :gaw(x) < f(x)+e}, Vap={x€ K :gaw(zx)> f(x)—e}

w«xﬁwnmm&a&ywcpmwmbfpmmaekb.
@mb%ﬁﬁ,ﬂeﬁw&o{U@:aeK}mefwmemtm

La 8@4\&*@«&
gp = min{ga,p,- - -, Yanb}

e&tdamBM£mei.Q,thoutx€Kmbmkte@qu&
zGUakbdo/m;

=1,...,

9(2) < gapv() < f(z) +e

?o&%:ﬂzzlvakb.@mxewmagakb()>f —E/r\ountoutk

dome gy(x) > f(z) —
£e&eumento{%:b€K}Mumnecowmneth¢deK,m

mcﬂo@iaﬁo%mw-mmm@&mk%”...,%m &M/r\m\e

g = max{gblv' .. agbm}'

Fon Lemme 219, g€ B.
@meeK,iQmAtekt&wxe%k,aﬁs’wg(x)>gbk(x)>
—s.dbum@mtam/rw,mmmtgb<f+e/r\0untcwl:b,dcfmg<f+e.

Mows ansons brouné alos g€ B telle que ||f — gl <e.

On peut conclune que f e B ek alow B=C(K,R), done A esk lien

demase. O

@fACC(KC)WAWa%@Z'ML}uL

Demonastnation. Seit Ap = {Rf : f € A}; cesk Bvidemment um ascus-
WW&&C(K,R).@DMLMfGA,ma%f:(f—l—f)/&d@mc
MT@WARCA,J&MWWC’MWQ%@&'@.EQMWW
réelles somk liem dams Ap. &x@m pown z £y soil fe A telle gue
fla) # f). S Rf(@) = Rf(y), alow forcement Sf(@) # Sf(y), et la
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g=if € A awa lo pepuste Rg(a) = ~3f(2) # ~Sf() =

%(y).g'a[zgé@rmARdecQ@WdeK,dmﬂemnéegm
Heoneme elle esk demse dams C(K,R).

C@m@@mmfeC(K,R)Mdécwmmfzéﬁf+i3fm§ﬁf,
%fMARCA;WMMMWW,MM
feA. O
€W216$@7wd@%oﬂm7v&%ﬂmwmm
C([a, b)) Wt@uta<b.
et néel. U eat clain que les polynames fovment wme algelbne et agpanent
Qe,b/r\mbs

ziumeuama@@ebheeﬂlee&tt@uamrw /’r\s@xdmmdeflamexmec&ama

memﬁw%ﬂ&mm) o

Socemplle 2.4.7.5%¢t|3:{zec;|z\<1}@tAﬁaW.a/;,éZ»wL{e
WWWC(D) :

Az{z»—)ickzk, n € N, ¢, € C}.
da/nAC OWW&W&&WW erC’
W 2
1) = / fleteitdt;

CWWWWWMC anfanbucﬁeﬂ\l

1 flloo . Joun tout k€N,
21 )
I(zk)Z/ et g =
0

MIEOMAJMC@WMW@M&@W.J@MW&L

Wﬂf(z)zéma

I(f):/%eodt:%r;é&
0
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Aedfmem-a%égﬁedeCo(X)AmmWwW localement
aymflad’X. %nmbm{w)z&vntdecefﬁémémeedfﬂamtéc&wao(R)

de Vimage de lo tramaformee de Founien de 11(R) (cowns damaliyac de

Founion du semestre 8).

(fim s cowrs )

2.9 gc}umtnmuté, tp\éof@me d'c)bnrb,egdcf(%w&
2.94 Yomchions squiconbimues
o@egwam :z.:z.d.prccmmwdegmmwm

tout £ >0 il existe § >0 tel que poun tout z,y € X

dz,y) <d =VfeF |f(x)— fly)| <e.

CG’II&/WAALf@tAMU%&"VmM
@WWW,MLM?MWMFL{EWMJEX
MR”MMU%&MHMWMWM€>OJM
6> 0 tel que d(z,y) < & impligue ||f(z) — f(y)l| < e. (ba propnicle de
gﬂamanque 29.9. * On OM&LWC&IAAELZE%MIO&MAML
demandamt [imégalite mom-sbnicte d(w,y) <6 (passen & 6/2).
*OWHWaﬁ%IEWM%@’WMWMUWﬂW
soviconk o e,
Xda/rwwnaxjfjweafzacemebugue (Y, p) /meﬁaﬁte\f y) <e
*WWWWJM&WWW@WM
feF

wﬁw

fa. mgambmmmm&@w@mmtwmg@&w
LUT\EB(MWW,&FCC me&twum%&mmmﬁwmhmb&mte
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€>Otquue/r\0wth¢5>0ithemtx,yeX«»ém’%&amtd(x,y)<5
fel: [fla)-flyl=e

ga:(ymf[e Q.Q.3.£aMF:{fn}TLEN c{eé%@mo&mw fn(t) =t meal
WMWMWM[O’H‘OWWWEZI/Q’M
Wtoul'5>0 @MWWWLL j}MWxZI,
yzl—émagf&namf Sl —y| =6, mais

|fn(@) = fay)=1-(1—=6)" =1, n— oo
X exciste donc neN t@ﬂgue |fn(z) — fuly)] > 1/2=¢.

Froposition 2.2.4. $i Loutes les fonclions f € F sont Lipachibgionmes
M&LWW@C>O,MFMMWMW.

Q@W(OmWWWWWaMM
R".) 9Ld(x,y)<5,maaﬂomwt®utef€F

|f(z) — f(v)|| < Cd(z,y) < CS.

@M€>Odemmé,iﬂm%¢dmnde/rmmdneézs/c<mquegcmm[uem

C:O). ]

gbnqwmtw/n Q.Q.5.£€0¢XCR"WWWW,@[—F
WMJ@%@WMA&MCldeXWRm.EPWW%LM
Mfe0>0t5/§we

sup ||df (z)]| < C
zeX

gnfm&wﬁm,mX:[a,b],mme

VfeF sup |f'(z)] <C.
z€Ja,b]

Demonatration. & A’aﬁj\t d'ume a/r\/r\&r,aho/n du Héoneme daconoisse-
mmtb%mux;qxﬂmd&mﬂ&e Coiemt x,yGX.Om/’r\ana/méb‘LeQeAﬂgzmant
[z, 1] MWWW ¥:[0,1] = X pan A(t) =ty + (1 - t)z.

@)mtoutefEF,QameméefoyeAtdéjwua@Qedgdfﬁmée (foy)(t)=
df (v(£) [V (1)) = df (v(t)) [y — 2], alons

) — F(2) = for(1) — fory(0) = / (f o) (B)dt:
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en chague coondonmée, c'est la fovmule de dCbrston-Belbniby classigue.
Omwmmtemaﬂmmﬁ’mw

1
1 (y) = f(@)]] </0 ldf (YO I lly — zlldt < Cllz — yl].

ég@@@mhmwfeFWaﬂwacﬁit%&ymdeQammaet
MMM%WWW m|
Socemple 2.26. 1. O&Ea%mm Ft) =t eéfwgym;ﬂwwm.

nue sun R .'041710&@5:5.

Q.okga%@/noﬁbﬂf(t):t? né&ffmmu%@nnnénmd’wm&mmmmR :

W5>Oef,&9ufxeR,ofna

fx+6)— f(x) = (z+6)? —2® > 260 — +o0, = — 400,
MLMMMW,&WWWLE>O.
Lo defjimition suivante esk diffrente de [quicontimuite unifome :
mw@d5>0dﬁdr&[mdhﬁdex,mmt@«%e«m/[\mdﬁf.
@%ﬂu&&n 2.2.7.5%[’FCC(X,R”) WWL{E%@’WMMML

WWW(X,d).EMeWMWMWM5>OM
MxGXj/mte6>0fep7w/ﬁmwyeX

d(z,y) <6 =VfeF [|fx)-fyl <e

A@WW
MFCC(K7R")WWMMU%WWWWM&
o@ém&mmgwmgemm :iQeJLiAteFCC(K,R") équx

WWM5>OMWWMWx,yGKdWw@

mgén'«wrudéat fEFtequue ||f(x)—f(y)||>5.@3ouncpmqueneN,
posons b, =27, et sotemt @, yn, fu Lels que || fo(wn) = fulyn)]| > & mais
d(zn, yn) < 0p.

m}@mum/r\smtxeK.(eefm/mad(mn,yn)%O,mammALynk—>at,

k%m.ga@wwu[)ﬂeFeAtéC}um@mmx,aQywaemms>O
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Lﬁmte5>0teﬂque (z,y) mv@xque”f ||<5/3/(\@unbout
feF.

Goit N eN te@ori,lea:nk,ynkEB(x,é) mk2N.Omaaﬁofw/ercea
k

O

£'éc1xuwnh/mu,téad@um/r\&mbkmmpamvuenﬁwm :
auile W&WWWWfEC(X)

o@émﬁ/mbwbbfn.@:iwmws>06twmombque5>0m/rmdde
MQ’WW.@MMxGK&yGB(x,é)maM

1) = F@)ll = Jim |fue) ~ Fu@)] <.

@)mﬁamfrv\mﬂmmezmm/’r\ﬁe /rth@uthK&ewAtenzeNtquue
n>nmmmr\PM}wer x)|| < e. égemwnmmkouwmt{B(xé)

xEK}deKad/mekwnwwnme\tGAm{Bxk7).k—l ..... m}.
Om/r\meszaX{nxk:kzl ..... m}.@mt&ukxé[(mbwwea&ofw
ktquxwzeB(xk,(;),et/r\mn}Nma

1f (@) = fa(@) < If(@) = Flz)ll + 1f (@r) = falze)ll + | fn(ze) = fo(@)] < 3e,
ce q}uuu démenkne Qa c,ofm}eﬂ%e/m;e WM@MNT\E m]
2.2.2 Theoneme ddorela-doscoli

£e Qam/me auisamt esk em Bmt o na/p/’rmﬂ :

adine il contient une pantie denombralle densc)

Demonatration. gjuf[vlweamwz}ue (K,d) mtmvpmi@)emto«&n,/lmm
5,L:2_”;Qemu|f\miKadnnetmsn—néz)eaugumqu'mthWRn.?mt

D = UnenRy. Cesl ume panbie domombralle de K. De pllus, poun touk
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xeK&teut5>OiQmAten€NteQu[ue2*”<s,etm/r\eutbwuﬂ}m
rERntaQque:cEB(nsn)CB(r,s).ég'mmx@QeDmtdomdmedam
K. O

(hom du couns 9)
Remangue 2944, Celle assention m'eal plus wraie dams le cas gé.
fnﬂia/dl{m WWO%MWMW& OIN@['
M)OIRMWWOI me/eéf//vﬁw
obemme Q,Q’lgfpmf (X,d) MWW@[' (fn) wne auile
WW&W&XWRmW
MWMWWWDCX d@/@fwﬁlmwfemwaye
AWMMXMMWWWW.
@émmwmam.@mg>o,w¢a>ote@qmwwx,yex
d(z,y) < 8 implique || fu(@) = fa(y)] <& poun tout n.
f?o«'l:xeK.ngodAtereDt&qued(m,r)<5.@3m91p\w&ﬁ\é&e,iﬂ
WNENteJuneWMn,m}Nmaan(r)—fm(r)||<5.w

[fn(@) = fon ()| < [ fn(@) = fu () + 1 Fn(r) = Fon (0 + [ fon () = frm () ]| < 3e.
§ﬂ5>OMMQ’M¢deE>O.@M

fouk z,y € K om a

1) = F@)ll = lim | fule) = falw)l] <,

d&ncfe&tamxéqwmhmetmxr\anhou&mwmh/w ]
W. %MWFCC(K7RW)MH%@WWWWALJW-
menl i
*Fea(’mu%onnmffmmtg@dmée csup{||fllsc : f € F} < 00
*waégw'cmzﬁmue

QWWWL@QWWWFCC eat nelabivement com-

/r\actcehtaduwmadpxwgnneF@tmwr\ad £arrmnnae&twne8xmm
h@mwnhmuemc JQ&MMQWMF&FMW@@&
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Joun touk = > 0 il existe wn e/3nésean fimi {fi, ... fu} dams F.
Toute flonckion conbimue esf equicomtinue, &mt@ntdsm6k>0 k=
1,..., m, te@oque (z,v) <(5kum/r\&qustk y)|| < €/3. Tssomns
0 =min{dg : 1 <k <m}. ?MW\tanamtxyeKwuecd(a:,y)<5et
feF. On dowit ke {1,....m} kel que |If = filloo < /3, et alors

1 (@) = FWl < 1f (@) = fr(@)l + 1fk(2) = fe@) + 1 fe(y) = FW)I < e

Soit D ¢ K wne qantie dense demombrable, D = {d, : n € N} (ou
Pm\D:{dn:ngN}ALDaatgym).@“mtoutteaﬂ'mmn@&e
{falt) : £ € F} esk bovné doms R™ pan LRypothese (em o |70 < ©
WMfEF),mMMmMWWWW
O“WMMMW%th(dO)W?MW
f07k:fnk‘0mwmwmzdﬁmmtefmmm
cRotait wme sous-suite Stk = fmony, Lelle que frmi1,k(dmir) comuveryge.
ch&m}ueéimpe,mg@eﬁammeﬂgmmdjwjémmfm+l,k
e&tmw—mitedenp\nqufm“jém,

$1 D et fimi, alons K = D esk fimi ; fe oiocede de nécuriemce swrvnete
mm+1:NekQaw¢efN,kmtmu@8m¢ewaﬂaquedeD,dsm

s K.
ghmmwmm«dinﬁmmpg»gn:fnm.@m&ﬂquem,cepa
densient ume sous-suike de frn A /r\anJ:Ulde n =m, o suike (gn(dm))
mmwwwm @méemwu (gn)

gmauwwwio)

cpxswn/rmth}utneN*wne@@mch@mgnEFteQQeofkafn gn||oo<1/n

Mwww,&mmwm (9ny) wwwlﬁm\te,mw
Qi/mite g, ek om auna aﬁofw ||g_fnk||oo < ||g_9nk||oo + ||gnk _fnkHoo -0,

k — oco. O

Lapplication sams doute lo plus impontamte esk donmée dams la

auike.
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Theoneme 2.2 A4 (Jtame). Boit U un suvent bormé dams R+, ol
MfU%RmW%@WwW J@MWM(JUO,Z/O)EU

Vsl f‘%’ )
y' (@) = f(z,y(@))

MWAG&L&O’TLyMMLW[IQ,I0+h] feﬁez}u@y(xo):yo.

Demenstration. On Mdé&nnitmﬁeummﬁgdexowAm
W%Wy%MMWMWWMRm“
on chotaik lo mome |- |lo et Lo diskamce associce. Ul emiste r > 0 kel que
K = B((z0,0),7) esk conteru dams U. Motons M = sup, ,cxc [1£(2,9)])-
SDJLM:Ojﬂm’«dam&dmm,mmeyzyo.OmMW
aQofwM>OekML/[\o{\eh:r/max(M,1)etI:[xo,xo—i-h].
Omdé@imitmmted@%m\chmwun neN, de I dams R™. Toun

nzo,mmuozyo.@mwn/l&xefO’fhfpﬂoaede/[m
W(mk,mn&u)md@beﬁxmemto U = Yo
M[IovxoﬁL%]f@tMUnebtdéBimiem[onr@’

Jode QoW me]xo-l-]%l,mo-l-@]ﬁ[

z—h/n
un () = 1o + / F(t,un(t))dt. (2.9)

Po patie dneite eak bien defimie sl (fun(t)) € U poun kouk ¢. €eat

w«dmt/r\&unn—OEk/rwmme[xo,mo—&—n @mn/lm/rm@cedﬁ
/r\mnéwfmmu;e:m(tun( )EU/r\sthe[xo,xo—i—M] aQwaun(x)eat

@i@r\da[%/ﬂ'mi /r\eunx x0+kh T +(k+1) NI, eb on

z—h/n
ln() — woll < / 1 (£ (8)) 1t < Mz — 20| < ME < 1.
o

onr%h], k>1 on

Lomme |x—x0|<h<7“,madofm: (x,un(x))EKOnMdmcdéBmm

Up e 1.

£e{>@@m@b’tym (un) wfr\l:&/rumpubbwnmea cal xy, 0 € I avec 11 < g,
* T1,To € [a:o,xO—F%], alorws u(zy) —u(zy) =0;

*xle[xo,zoJr%] fmajubx2>x0+% (wQecabA/gm\ébﬁm[ue),aQodb

zo—h/n h
fun )=o)l = || [ £t un(®)t] < Mfoa—an] < Mlaaal
x

*x1>mo+%au(}ueﬁcab

lenr) = (o) | = |

zo—h/n
/ / f(t,un(t))dtH < M|zy — x|
x1—h/n
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£@Wm(un)m¢dméqummum.gﬂgwwww
[un(@)I] < llyoll + llun (@) = yoll < [lyoll + Mz — zo| < llyoll + Mh = flyoll + 7.
Lemsemble {un : n € N} esk dome nellakinserment wm/’rmt dams C(I,R™)

8m/rmamta[2a&nn¢e(/r\mw1\mte)dmw (2.2),—et/r\ow1te«ul:

xe[,x#xomzr\euia/r\/p&qmcdiegemmﬂed/rmhndemtamn
—Ms@h'mty(x)dgaxmym,et

yo + lim [/w:f(t’ Un, (t))dt — /w_h/nk f(t,unk(t))dt}

@anwlza/r\nan\im,&m%wnobo«wti—)f(t,unk(t)) mwtﬁ,emtmwr\ﬁmwr\t

WtHf(t,y(t))&MWWM,MMMW\&WQQ

y(@) = yo + /x f(ty(t))dt.
La. fonction y ek dome deniallle de dénine

y'(z) = f(z,y(x)),
cﬂa%wmwmwm&@wmw O
MLWTLA&%/TT\&T\t [xg — h,x0 + h] d@fr\txoe&tuﬂ\/r\simtinm Ak
unmtdé%bmewn[wo—%,xo—@],k}O,m/r\er/r\ouhxe[xo—

(k+1)h7$0 _ %] NI

z+h/n
wn(2) = 30 + / F (1w () dt (23)

(drrxote)l, x0>x+%1>kx<xo—%),mrmmxbmmt/r\annéwmgnoeque

[inkegnale ek bien defimic.
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CRapitre 3
O/Ixénatwm

34 Bheoreme de Raine

@e&M&MW&W@W,JWW&L@-
%&M.Om /r\aﬂ.QeAWUO/T\t
Cheoneme 344, Soit E um eapace mébnigue complet. $i E= U F,
ot Lout F, esk fevmé alons il existe N € N Lel gue Fy combiont ume
Domonatnation. Supposens que limbeniewn de F, st wide poun chogue
n.ﬁm,r\anhw&m,FHéE,mMdmmcﬂemxer\Fo.QmFo
e&t@&rvme il exciske e > 0 kel que B(xo,c)) € E\Fy. &m posamt g9 = £/2,
mo@hmtgmm&umwxwﬁaﬂwﬁegefvm (zo,60) C E\ Fy.
Limkenieun de Fy esk vide, domne il exciske 21 € B(xo,e0) \ Fr. J esk
W@ervmxﬂmtedmw€1>0beﬂqug (x1,61) C E\ Fy. Ofrx/’r\eut
hoisin e m%@txr\sunque (x1,61) C B(wg,€0), ek auassi €1 < g¢/2.
Omwmﬁmuemnécunnm:Wteutn,Qa@ouQeB(mmen) ek
/r\abcofntwnuedmanH demMzn+1eB(xn en)\ Fpy1 ek
emAleeen+1>0thue (Tpi1,6ns1) C B(@n,en) \ Fpyr ek eni1 < en/2.
@anwmbwrh@fn m>nimvr\&9uexm€B(acn,5n),do/nc

AT, Tm) < €n < €0/2". (3.1)

£athe(x,)e&kd&md&€mmﬂg@mee&tw&J,eﬂQemueﬂgg
Umume&mutexEEgm/r\aAAamtanQAﬁmtemm%oodamb (31),
mo@»b’wntdacnx <€n.Omade/r\c

z€ () Blan,en) C [ (E\F,) =E\ [ F.

neN neN neN
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Hoais Lo dervmien emsemblle est wide fon Lhynothase. €elte combradiction
demontre e Hhéoneme. o

Q%W 3.1.2.%MW¢ML{ME complel -
o= {7}
W&WMJ&@WWAWW@/W

(i du couns 1)
Omdﬁfr\meQanemrvr\ﬂman

Demonatnation. gjw[vlwmm que (€n)nen bk ume Pose dams Qm/rume de
dﬂé&/r\an{el ..... en}wdedi/mmwmgurdg,d&ncmvr\ﬁetbdam,bteute
novme et em panbiculien dams lo mome de E. d en suib quils sont
fermés dams B. Fon [hypothese, £ = Uy P 5 pan e Heorome de Baine, il
MNwaNwMWMWB(x,E).gaMW
B(x.) esk foujouns contenue dams Fy ek bormée, ellle eat dome compacte
(dams o Lopologie induite pan lo menme de E). On £ eaf de dimen-
demonbre le Héoneme. mi
b moter, les bases Filllentienmes me sont pas des bases olgelniques,
GnCE@medmngt@ufnGN,a&%G:ﬂanfdmwe
dams E.
Demonatration. Lassompbion que G, esk demse eat squinsalemte & ce
WE\GnaQ'm\t@ummAg - fouk sumvent U c E imberwecke G,, dome
m’eatqmbwntmmdumE\Gn.@mﬁetP\éy@meds%m,mM
b@vtamgauﬂwanueGe&tmmde Caimeon E = U,(E\ G,) senaik
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la néumiom d'emsemiles fernmes a Uimteniewn vide. d0ais om wa obbemin
aussi lo demsité de G.

?MerquQcynqxxed5>O.£aQ»@uﬂeww¢eB(x,s) nemcontne
Go, il exiske olorws zy € B(z,e) N Gy. Omn /r\eut choisin 2o €]0,¢] kel que
B(zg,e9) C Go N B(x,¢).

Omwmblmug/r\annéwmm:/]\mnt@utn,iﬂeou'xxteanEB(xman)ﬁ
Gy, ek emavite £,41 €]0,2,/2[ tell que Blani1,eni1) € Guir N Blan,en).
Jor comabruckion, d(mm7xn)<sn<s/2”ALm>n,dfyT\cEaAuite(xn)@t
Y. Fowr Lout n, on a d(y,r,) < en, domc

y €NB(xn,en) CNG, = G.

n

c}poubammwmombléquetouteﬂouﬁemeﬂtedmenmmbwG,iﬂ
esk dome demae. O

ﬁmwmmmwﬁwfmﬂ :

Froposition 34.5. $oit a < b. I exvisle des fonctions conbinues aun
[a,b]WMWWWMWW-MWW&M-
a-dine & Vintenieun mon-vide). D plus, Lemsemble de t@%%@m
esl demse dams Cla,b] anm’vmeunu%@ﬁmve
Demonatnation. Lensemble des imtervisalles dams [a,8] & bovnes nabion-
melles et & [imkénieun mwdﬁaa,tdérxo’m[)ﬂawe,m (In)neN ume EmuL-

Gn={f €Cla,b]: f nesk pas momotome sun I,}.
doonbrons gue cek ensemble esk suent. Si f € G, ill ewiskent x,y,s,t
L tels que v <y, u<v, fz) < f(y) ek fu)> f(v). Seil

= Lmin {f(5) ~ f(a). Fu)  F0)}.
Sillf =gl <& alons

9) = 9) = FW) + F(y) > Fy) = 5 > f(@) +2 = = = f(a) + 5 > g(a)

etdemmg(upg(v).&gymgm'@tmwmmm
I, ek g€ @G, .

Moontrons maimkenant que Gy, est aussi demse dams Cla,b]. Soik f €
Cla,b] et & > 0. On cRoisit o € I, quelcomque ek 6 > 0 tel gue |f(x)—f(y)| <
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5/4WMyEng[x—é,w+6];MWWWWJ(;CIn.
ONWMWG@MMQEC[OL,I)] q.uxwlaegaﬂea £ oaun [a,b]\ Js
el em =, a%mm/rmmsm;eaumm Js ettﬂea[ue glx—0/2) = f(x)—€/2,
gz +6/2) = f(z) +¢/2. Toun touk y € J5 on a alons

€ 3e

fy) —9(y) < flx) + Z (@) -5) <5

ek de meme f(y) — g(y) > —3e/4. W em swik done ||f - gllw < ¢, ef pon
cefr\Ab“umUomgGGn‘

Om/r\wta/ru[xg,\clumﬁetpxé@fmdz%m . G =NG, esk demse dams
C[a,b].%m@wn&imfeGm'mtm&temsmmmIn;mmh@ut
sous-imbernsalle (EL Vimkeriewn m«}«de) de [a,b] combient Pum des im-
tawaﬂ&eo[n,doqum’e&tmmt&mwnwwwm&mem-
wial. o

(fom du couns 19)

3.9 Croww HReeremes de Bamack

UWMWMMWMRMC‘fQLQeW
m'e&tww,g’mb'wp@u}u&dw{l@mm.
zi’eroT\éJ’LateAHL&méameA@t

A
14] = sup 1420 _ o g
z#0 (||| lz|I<1

On motena B(E, F) leapace des opénateuns liméaines bonnés de B dams

F, et B(E) = B(E,E).

324 Theorome de Q’Q/M&W ousente

meww‘urxpxwrme mmmmwwwﬁm
combimue.

gafwf\omﬁa/n 331?&&E,F¢&AW¢Z@@M@[’AE%F
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ai Vimage de lo boule unite de B contiont ume boule Br(0,¢) de F, de

na/#@m5>0.
Demonatration. Notons porn U Lo boule umike de E.$i A esl ouvente,
aﬁywﬁ'mmﬁeA(U)mm.gQ&mMoonammﬂwﬁe
cuvente aukoun. Br(0,¢).

g)baufprwquymm\t, AU UGS qLuQ ecciste ¢ > 0 kel que Br(0,e) C
A(U)Af?oiliVCEmW&JzGV.OmMT>OMWBE(a:,r)C
V. dolors

A(V) D> A(Bg(z,7)) = A(z + Bg(0,1))

= Az +rA(Bg(0,1)) D Az + rBp(0,6) = Bp(Ax, re),
dome A(V) eak Piem suvent. o

Cheonome 3.2.9 (Bamach, de lapplicabion swvente). it B, F des

Domonstration. (1) Foun tout N €N, soik

Dy={yeF: iQmAteerteQu[ueyzAxfi |zl < Ny}

Fan QWW
F= | Du.

NeN
@m&tpé@fm&%m,gmiﬁémmdlmmﬁmdsmmﬂm%
aQ’M\téfd@wLm—Me,/r\anmm/r\PﬂDiM,;iﬁmteyoeF, 60>OtJA
que B(yo,€0) C D, -

(2) Lemsemlle Dy, est symetnique : sl y = Az awsec [la]| < Nollyl,
allsrw —y = A(—z) avec fes memes morvmes. Ba. boule B(—yo0,¢0) eak dome
comberu. dams Dy, aussi.

TMW'MQMMW,JMMMMW%&
combient: wne boule contnge en. 0. Hoais on peut monbnen quil conbient
une Boule e d'ume aubne, rlus pelite. Fiocons & €]0,e0/2], b aoik
N eN tel gue N > 2No(l[yo]| +20)/6. Mbws posens B = B(0,e0) \ B(0,5)
ek menbnernems que Dy esk demse dams B.

?oitzeBekh>0.0mw/[vr\eAﬁh<||z||—5.0m/rxeutéd‘dnﬁz=(yo+
z) — Yo, avec Yo+ 2 € B(yo, o). For Lo demaike obtenue /’r\nécédemm\emt, il
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exciskent 21 € B(yo,£0)N Dy, 22 € B(—yo,20)N Dy Lelbs gque |21 —(yo+2)] <
h/2 ek ||ze — (—yo)| < h/2. On pede 23 = 21 — 22 ek om wolk que

h

Iz = 231l = ll2+ 50 =50 — 21 = 22l <l(z+y0) = 21[ + [[(=p0) — 22l <2- 5 = h.
Ofrx /r\eut QULBAL mimenen
23]l = Iz — (z — z3)I| = [|2]| = [lz — 23]l > [[2]| = h > .

OmmombimammtequezgeDN.Uth@ntxl,xgeEte&que
2 = Axy, 20 = Amy ek ||z,]| < Nollzl, 5 =1,2. On o alons 25 = A(z1 — 22)

oanvec

21 — 22| < (|21 || + |22l < No([|21]] + [[22]]) < 2No(llyoll + <o)

1
= 2No(|lyol| + <o) - 5 § = NJ& < N|zll,

cequkmmbie@iquue%eDN.

(3) dbonbrons quen fait, Dy esk dense dams F. Stk y € F. Ul
exciske A € R* tel que 6 < |\y|l < eo, cesbadine Ay € B. Comme Dy
MWMB,&MWW(ZH)MDNWWWW
Ay. Lo suike (zn/N) conIege e Y. Mo Zn /XA esk dams Dy aussi
/r\ountout n sl zn, = Az, amvec ||:En||<N||zn||,aQefw Zn /A = Az, /N) ek
la/All < Niza/All. €ela mentre que y € Dy

(&) Soit y e F quelcongue, nonmul. Em wtilisant lo demsite de Dy,
WWMWMMWW@WWy

W emciste yo € Dy tell que |1y —yoll < ly]l. Fan néewmence, peun fout
n>1 on choisit y, € Dy tel gue

I —yo = —yn-1) —ynll <llyll/2"

é@@wmdzynwm\%‘w\éwm

n

n—1
lynll =1 =Y we) = (v =D we) | < lwll(27" 7 +277) < |lyf 227
k=0 k=0

@)emaﬂaqmen,iﬂmtexneEtquueAxn:ynek lznll < Nlynl <
N22_”.£QWZmn@thmede,wwumemynvme

x.OfTL[LauML

2] <Y llznll SN D llynll S N [lyl 227 = 8Nyl
n=0 n=0 n=0
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@M\cyGDgN,ekcoﬁnmeOGDn/r\omtoutn,mmc&itqugN:F.

@@mwyeFiﬁmAteaQ@wertquueAx:yet
lzll < 8Nyl En panbiculien, si ly| < g, on peut bousen = avec
||x||<1.é8"umaﬁ/adgﬁa9,m&emuté3(1,0)deEm\Jumtdcha@wﬁe
B(0, g) de F. O

(fin du cowns 13)
QLAMW%,Q,MMM\«\&%XE:
Chéorneme 3.2.3 (@?)amaapxdsﬂofr\mataun xmfue‘uxe)fmf E,F des es-

W:mg’wB(E,F),mM&:WAUQMWW

Excemple 3.9 4. Toutes les hypotheses du thesnome sont impontants .
1. F non complet - $it E = Cla,b) a/uec/afn&‘vmeum%&ﬂ/me (de
Bamach) et F = Cla,b] avec ba movme |flls = ([0 1£12)'*. Fap
plication identite est Lijective el conbimue : |f2 < (b—a)/||f]|o-
Q.EWMW;MFWW&@MJ@WW.
tisnmelle lingaine discontinue sun F. On pose E = F avec la
nowvme |z]g = |zl + |p(@)]. Bapplication identilé de E dams F
MW%JW.QJ&MW@,&AWW

W,Wmmﬂwwﬂ&.
3.4 mmwly@é%:ﬂ)m&mxmdeE:C[a,b] dams F = L%[a,b] esk

3.2.9 TChsoreme du M %enrmé

application. oLe graphe de A eal Lemsemlle

Fa=A{(z,y) e ExF: Az =y}.

Lemvemle AxB est umw/r\aoe«}ectefueﬁwecﬂeb OTL@TQJJG’T\A (x1,91)+
(z2,y2) = (x1+22,y1 +Y2) ek Az,y) = (Az, Ay). ?L E,F sonk mervmés, alors
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) 1
E X F est morvmé avec foukes les morvmes Iz, 9)|lp, = (HCCHPJFHZIHP) /p, pe

[1,400[ ek ansec ||(z,y)]|oc = max (|||, ly])- Ces morvmes aomt équvua]lemtaa
Si B et Fosonk complets, allons B x F [esk aussi.

gafwf\om,&mt 3.2.6.%MdWWmMA:E—>F

Demonabration. Sk (xzj,y;) € Ta, ¢ esk-d-dine Az; = y;, j = 1,2, o
A(zy + x2) = y1 + o, dome (21 + 22,91 +92) €T4. De meme, Joun Louk A
omn o (Azy,Ay1) €T4. ]

al el seulement si Tx est flermé dams B x F.

Demonatnation. (=) Suposons que A eat continue, Soient (21,3.) € T
l:eﬂbque:cn%x, Yn — Y, n — oco. dlers Axy, = Yn an,et/rm
conbimuité Az =y, dome (z,y) € Ta.

() Gon Uhypothesc, T st sm. sousenpace veckorel formé dams
ExF@.%taQormeAg@%ama&

g)mExF,Qaf[\m?'achomP:(x,y)meEmtwnh/m.g)a
mmwammw.gmﬂw,&Qeaﬁi
/[manP:(%Ax)'—)xekdomeQQee&tW.@ertp\m&
ny[\mtewm imuverwe, Plr, est imversille dimverse bomg. On Limuerse
e&tdoawxé/[\anﬂa@ommuﬁexl—)(m,Ax),MitheC>Otquue
Iz, Az)|| < Cllz]| poun fouk = € B, ce qui imylique que A eat conbimu. o
Sxcemple 3.2.8. Sit T un spénateun liméaine bormé sun L?[a,b] tel
que T(Cla,b]) € Cla,b). oblons la nestriction de T aun Cla,b] eat bornee
Demenatrabion. Seit T ¢ Cla,b)? e Me de o nesbrickion de T.
gjw[vr\mm que (fasgn) €T ek fo = f, gn — g doms Cla,b]. Cormme
1 fn = fll2 < (b= a)' 2| fu = flloo, mows avons awssi fo — f dams L2[a, ],
ek pan la combimuite de T dome g, = Tf — Tf em || [l2. b mame
femps, g, = glls < (b= )/ g — glloc — 0. bes fomctions g et Tf somt
M%@Mﬁ[a,b]még@&@ww;mﬂ@m
wn@md&méga@go.o}pmwmwm\b\équeg:Tfet (f,9) €T,
aubrement dit, T @t@mmé. @m&&mmwﬂew, T\ clasy
eal combimu. O
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3.9.3 TChéoreme de Bamack-Sreimbans

Théoreme 3.2.9.?ME,FJMW&@MJE:E—>F,
iEI,WWﬁ[Wer&WwwxGE

Cy = sup || T;z| < oo.
iel

blons sup,e; | Ty < .

Demonatration. ?@&B:{xEE: Viel HTingl}.(Q’mt [imkerwsection
de%emmécdmnm@arm\é.g)mker.?LNeNebtt&queN>Cw,
apmfw/rmﬁlp\%\s«tp\éae,/[\emwief

T Cy
IT (I < 57 <L

mx/NeB.Q&WWE:N%NNB.@ertR@W&
Boire, il exciste N kel que NB contient wne boule suvente B(a',’). &m
MmN,WMWMWB(IO,EO)W
dams B, ot 29 = 2'/N ek g9 =¢'/N.
églmMmBQeBmtArH/demu@ce:

r€B= Vi|Ti(-2)|=|Tiz| <1 = —x€ B

z,y € B,t€(0,1] = Vi |Ti(tz+(1—t)y)ll <t|Tizl + (1 - )Tyl < 1

=tr+(1-1t)y e B.
W conbient done

1
B(0,€0) = {5(581 +£C2) X1 € B(:Co,é‘o), X9 € B(*Io,é“o)}

(boul: z € B(0,e9) eak égalz & (zo+2)+ %(f:coJrz)).
(fim d. couns 44
@MLMJ}EB(O,I) mmmmeoxEB(O,eo),dcmn/p&untoukiel

1 1
[Tl = — ITieom)| <

1
T3] = sup [ Tiz| < —,
z€B(0,1) €0

ceqmdémoml’fmgetplé@hé/ma O

%W 3.940. j/@rmfmtamtwm&m aoient auppoads
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WWW@MT:E%C (LP{LL{G/TLAR) s T(x)
M%WW%W&LW&T%MWW
Poemangue 3944 oba prewve ulilise la completude de E, mais pas
ceégedeFokgeMéMémeneAfemmmmmWeFd%eﬁwm
Usne a/r\/r\QA'oalio/n mn/r\sf\tamte comncerme les afp/r\&caliomb bllimsaines
gDROfLGdJ.t(G/n 3.3.12.?0&[’E,F,Gdebaﬁ7wce&de Bamack et B: ExF —

waaf/fﬂcabcvn%w’auw .'Wf&ufxEEaftau[yeF,ﬁeé
applications B, = B(x,) et BY = B(y) aonl lindaines, de E el F dams

anfw&}mnmzf.
$i B., BY sont borvnés poun lout x € E, y € F, alons B eat borvnce :
Lﬁmfe0>0 [Pjﬁwe//wmf@u[er,yEF

1B, y)ll < Cllz| lly]l-

&M&%M?MMM%W{B”yED} L peun

cp\az}xmeE,ma/r\mQ’Rfmth@Ae

sup || BY(z)|| = sup || Bz (y)|| = || Bal| < oo.
yeD yeD

HQeodAtedcmcC>0tquxwHByHéC/[\ourLboutyeD.gbounerei
yEDmaaQ@fus

1Bz, y)|| = [[BY(z)]| < Cllz[|.

@mteutyeFm-muQqumy/HyHEDet

B(z,y) = |lyl| B(z, HZ—H) = [lyl| BY/1¥! (x)

o&y/HyHED,dofm[))lmaQanmt/[\mte«uter,O#yeF

1B, y)ll = Iyl 1B*/1! @) < llylCll]-

&gmimtuu&mlzam(m[&aéﬂmdg@%ma&
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Sxcemple 3.943. Soit H un eapace de Hillent néel ek T um openateun
MWH,aWWM.ﬁT@fW/cMQ-M

(Tx,y) = (z, Ty) WWx,yEH,aZGMJeAfW.
gbﬁm[em,mmwdéwB:(x,y)r—)(Tx,y)co/m/meumeaff&ca—
M%@M&HXHWR.%M%madaﬁwﬁwm

deﬂlmmm//mécédgnte

| Bzl = sup [B(z,y)| = sup [(Tz,y)| < || Tzl
lyll<1 lyll<1

el de mome |BY|| < |Ty| poun bout y € H. Sn appliguant lo propssi
M,MLMC>O teﬁgue

[(Tz,y)| < Cllz] 1yl
poun toul w,y € H, doa ||Tal| < Clla|| done T est borne
U cos panbiculien. suisamt esk sowvent utiise -

Wheonsme 3.9 Ak. Soient B, F des eapaces de Bamach. i (T,) est une
auile dspenateuns continues de B dams F aimplement: convengente -
Vo e B 3 lim T,z =Tz,

alons lapplication T est liméaine contimue.

Demonstnation. La. liméanits de T esk 2uidente.
?oiter.£aAuite(Tnx)ékamtmvwﬂﬁmte,QaAmtedwm@vm@

Sreimhans et C =sup, |Tn|| < oo. Joun touk z € E on a
[Tl = Y [Tuall < Clal.
ce qux demontre le Hhéoneme. ]

Sxemple 3.245. (non fait) it (u,) une suile de neels Lelle que
Wmm(xn)ECO/aWanun converge. Mlors w e .
gM&W,J%MMMAZEAWMM\&”&A(pN:CO—)R,NEN/
nan on(x) = Zgzomnun. Eles sont liméaines el conbimues, de morvme
lenll < g lun| . Foun Lout € co, pan m%mm i ecxciske

N o]
lim ¢n(z) = lim E Tply, = E T Up,.-
N—oco N—oo

n=0 n=0
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B L theoneme de Bamach Seinflns, Lapplication limite cot done fov.
WOWMWZMIZQWW%&A;WM&COWMM
gueuefl.
Le dermien Hhéonome a aussi un conollaine suivamt
B(E,F) dspérateuns lindaines borvnes est complet.
gnWaLﬁm,mEmfmwde@amaﬁﬁ,a&mmduaﬂE*
Demenstration. ?L ) eak ume suike de (eaqud dams B(E, F), alsrw
waeEﬁaW (Thz) e&tde(eauap\/g Tz — Tonz|| < |75 —
Tl llzl = 0, n,m — oo. Olle comwenge can Fesk complet. Jan L
Heorome pécedent, Lapplication limite est lingaine el bornée.
£'WME*Mﬁle(E,K)MKthewdmAwﬁaim
MAE,&MWWMD@WMW O
Ton o s e K i b byl bl . o

3.94 Theoreme de Hahn-Bamach
(eetﬂéy@madawmwné&gemtmvr\ﬂme.

Cheonome 3.9A7. Soit E un eapace vecloniel néel novmé el F < E un

MMWWM?WWMM?M@@F—)RMW ’

o@ém@vwbw,&bm.£etp\é@f®mem,aduww%ueugoe&tmmuﬁ;m

dirstaamt pan llell, om /r\eut AU eden llol + 1.
(fim ds couns 15)

@MM%mwwm@amwwdm
dunwﬁmmxde/[\&mng E&mrgamaqm\bmgmw
yeEE\F. %m/’mogomﬁmmkdegomF@RyaumﬁaBo*me (x+ty) =
o(z) +ta, anvec um cenkaim a € R. On chenche o tquue T\r\s&ynﬁymmt
aitﬁamfvme’l,c'&t-d-dmgwwxeF,teRmdmtmm
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lp(z) +ta] < ||z +ty||. dec t =0, Qm@gn&t@ est Wu@& pan QRW

la+(x)/t] < lly +z/t] poun fouk z € F,t € R*.

£@wmx/thtmehm,aQywc'thQm¢d

la+ @) < ly + 0l eu emcone a

=lly +vll < a+) < lly+vl pouwn fout v € F.

@mado&tn)ém'@i\m

—lly +ovll = (v) <a < ly + vl — ) poun tout ve F,

atc’mt/r\m@&u

sup[—|ly + ull — ¢(w)] < o < inf [[ly + v]] — ¢ (v)].
ueF veEF

@Dountoutu,veF

ly + ol = o) = [=lly +ull —p@] = | = (y + )| + ly + ull = o(u—v)
Zly+tu—(y+v)ll—eu—v)=lu—v|]|-¢u-0v)>0,

Mmt&am,et&m&@ed\w%mm

@ége/r\nsp,@m%ermmﬁAmEeAtdc«vné/rmﬂeQawde%m
Lensemble ordonns £ consistena de paines (L,¢) ot L C E eak wn sous
WWWF,&lﬂZL%RW@MMﬂ&Q@&&Wdﬁ
mervme 1 /’r\noﬂmgwm,t @, cesk-d-dine Y| = . Londre eat le suisant
(L) < (L) sl LC L ek /| = .

Soit ¢ wme chaime dams & On pose M = U yyecL. Fown tout = € M,
i exciste L tel que x € L ; posoms €(x) = (x) oi v esk Lel que (L,4) € C.
@attewaﬂame&tQam@meMxeL’/r\@wxmaubwzr\w\e(L’,w’)ec :
chL/,aaﬂomzp'mtme&demp,waQ'm‘
On o aussic [€(@)] < [lall. Done (M,€) € €, e pan consbruckion cest um

de C.

B Rugpothases i Lomme de T sont werdices, alors i axote
WW(L,w)mm&mg.gkmwth#E,mW
Tm@sﬁﬁmzpdumw-wdemmdg/p&mﬂr\mu),&m
WWWWWWWW&@g
m'@kmM&e,domL:anmwﬁeWW
nechenche. o
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Ommdédmtp,am}m«\mwr\ﬁm:
FCEMW-WWA(PW@&WW@:F%CWW
@Mw@mww,mm&mh&@, llell = 1.

@mmeF,MdMWmWnée()ﬂeekmaﬁm\wm
o(x) = P(z) + it(z). Les @mmmneﬁm b, € sonk alons liméoines, ef de
m@nvamm.@mwwer

p(x) = () — it (ix).
Bliz) —ih(—x) = ith(x) — i(itb(iz)) = ip(x), on voik que @ esl Climéaine. Ul
neste d'saluen. sa movme. it w € . U existe ¢ € R kel que @(a)e €R,

|B(2)] = |e(e™"2)| = [b(e™"x)| < [le™"al| = ||]|,

(fin du couns 16)
£'mdeamﬂo,mnmma7wubﬂmédanm&www

Conollaine 3.949. Sit E un espace vectoniel nonmé el x € B non-nul

Mlons il existe ¢ € B* Lell que o(x) = |z ef || =1.

@@WM?mQ’WWKx,meQer@m

EaM(RWC),Qa@mmh&m&QQecp(tx):tHxH est limgaine de monme 1.

Omwﬁa/f\mﬁmﬁdemmmmtﬁamW O

AunE*,quLmtmew(\apedeg?)mxacpx:x:apH@(m).gﬂgemtpyomée:

lo(x)| < [zl e llell-

exciste o, € B Lell que ool =1 eb |iu(@)| = 2], done

|zl = sup |o(2)] > |w(2)| = |25

©
llell=1
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Fimalement, |||

g = |z]E.
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CRapitre 4
bolgebes de Bamach

ciative) Lelle que abl| < [lal [|bl] poun Ltous a,be A.

%WMW’MW&WWWMW

(Eencice )

x Gm dummww/n%wue B(E) = M,(C).

x Un aubre exemple est C(K) ot K eat un :

* L%R)a&%clacgnwvﬁwaL&mwnA¢{M%mﬁ%mea@é%@n@n,ﬁémewbw
8)eatwnea%é&wcle@wwf{wm.

C(;Uﬂéohémelr.os.ﬁaEAeAfdeWne||a||<1,a£@)wlfaeéf1/rwm—

Demonstration. On o
Z lla” [l < Z lall™ = IaH
demﬁabmmlﬁew\nnaﬂwnmxt TJour. Louk N €N
(1— a)Za":EN: "1—a)=1—aVT' 51,
n=0 n=0

52



ce qui monbre que la aomme st bien (1—a)~!. o

Conollaine 40 4. Eensemble des imvenaibles Tnv(A) est swvent dams

A, el Vopénation avs a=" esl conbimue dessus.

Demonatnation. Si a € Inv(A) ek |h|| < 1/|la"Y], alews
a—h=a(l—a'h)

avec |lath| <1, dome a —h esk imveraible d'imuerse

o0

(a—h)"t = Z (a™'h)"a™!

n=0

Cela monbre que Inv(A) esk owvent. De T\Qub,

la—m~ —a M= (@ h)"a™ [ < D IR o= |+
n=1 n=1

L

LAl fla=]

Foun e >0, ofrn/r\@utcp\o'u&m5>0t60quel Slla=t|| > 1/2 ek 26]ja= |2 < &,

alorw [ <6 impliguena [l(a—n)~t —a | <e. O
Deffmition 4.05. ofe apectre dum dloment a € A eal Lenaemlle

ola)={ eC:a—-A neafwm/umgée}

gmnf\.[elr()é@aﬂwfl M, ( ,memabucea@fx/m}@mxvgﬁem
deta # 0, &AWMM/WMMMW@WM\EM
naoteuxxbguep =det(a—\). @MWW&AW&WMW

de a. wWW&MWAJwWMdWWMW
Wrmmmmj fe/?ueax—)\x

Cga:emf& 4.0.7.@WA:C(K)MK6A[MLWMW%OWL
f@[mﬂwwﬁ&mot@mmf?uamdsﬁemnbmmuﬁe//m,damc

o(f)={reC:Vze K f(z)#\} = f(K).

mde:mmt[)quxw/[\m%umoT\MTeB Ao«tm\mmﬂﬁe

(fim. du cowns 17)
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Theonome &.0.8. obe apectre de Loul loment d'ume algelne de Bamack
wm%éwea[umeWdeeC.
Demonatnation. Seik a € A ek X e C. SN > |al, alow a—\ = —A(1—a/))
arsec [la/A]| < 1, dome a — A est imuernaible et A ¢ o(a).
S )\géa(a),apofwa—)\GInU(A),ekcofrmnecetmm\Memtma&,
i exciske & > 0 kel que a—A+h € Inv(A) des que [|h] < . En panticuien,
A= ul < e impligue a — € Inu(4) dome B(\2) € C\o(a). On conclut
(a)mw,ammwiﬁmw‘ o
Sxemple 4.0.9. $oit (a,) une auile demae dams le disgue umilé ferme
D={zeC:|s|<1}. On peut prendne pan exemple les points dams le

WMW&AWMMWM&W&M%.SOMQ,M
W

PBoun tout r€ly, om a
I Tz|5 = Z |an@,|* < Z |zn|* = ||2|l3,

denc Tx € ls cedfeaf@.ﬁca&aﬂe@f@l}d@rmnmiﬁmmﬁe @(’//tanﬁe
meme caleul elle est bornée de norvme |T|| < 1. W en suit en panticulien
que o CD(@%C@W&WWB&)
fo{f(en)ﬁagaAecadeeég .'en:((),...,(),l,(),...).OfnaTen:
anen,m%wanwmua&tﬂlwdenmmw.
?W&Aua&ummﬁwmm&w,a&m{an:nemc
T). dais Lo apectre esk flervmé, alons
o(T) > {an Tn ENF = D.

C/@U@C/MWLMMMWM&MU(T):

Roesolbsamte - éga/r\/’r\&oab\on A Ry =(a—\)"1, dé%ume sune C\o(a),
esk appelée lo ressbuante de a. Jan Conollaine 404, elle eak conbimue.
Tour. touke %@”ﬂ&t‘.@’“ﬂm@ﬂe limgaine p € A", om pose f(z) =¢((a—2)7"),
ek ume %@/T\cbm conbimue de [suwvent C\ o(a) dams C. Tour. touk
z,w € C om caleule

fw) = fz) =¢((a—w)™ —(a=2)7") =¢((a—w) " (w-2)(a—2)7"),
dome, pan la combimuite de [imuerse, il existe

f'(z) = lim flw) = 1) = lim p((a—w) Ha—2)"") =¢((a—2)7?).

w—rz w—z w—z
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£a@@mcﬂsmfe&tdamdéfumawemC\a(a)auAmmvr\Qwe,c'@b
d-mw(&md’am%wﬁeazdugmgmt

S 12l > lall, alons
(a—z)_lz—[z(l—a/z)]_lz—é Z—:,

dsfmz, /]wanwfnh/r\uité,

fe) =23 2, (44)
n=0
Omm@mmd'mmwmdw :
9(2) = o((1 —20)") = ~p((a~1/2)7) =~ (1/2).
Foun 0 < 2| <1/llall, pan (41), e se déc@mvr\me em. bénie
9(z) =3 ela")z", (+2)
n=0

QI%GWW&UQQ&M@WZ:O@DmmWM,gMC-M
s C\{1/z ¢ 2 € o(a)}. Doms le disque {z: |2] < 1/]af} comtenamt
Oﬂeﬂ%&d%md'mmm,e&&mm
Cdéfwua@@emo

Theorome 4.040. e spectre de Lout dlement diume alpehne de Ba-

Demenastration. Terws Q,M,Mm%mqueo(a)mkwide.@mt@ute
WW@GA*,Q&Wf&BNMQW@tM
Aé&metﬂbﬁmmﬂemc.ﬁﬂﬂemwmw cai |2 > |af, alere
fan (441)

1 ©
£2)] < gl _ el L

[2[(L = llall/I=l) — |2| = llall

ek elle esk bone sun {z: || < [lall} par contimuite. Tan le Héowme

de biouville (couns d'amalyse complerce, semestre 8) f est comstamte.
obbmm&/mi.ted]z’lﬂ\@'unimto,demeOA

meo@teﬁmwaﬂoquimmﬂ’éﬂémmk monnul (a—2z)~1 koukes les

i WWA’WMQ&QWM&&&W

de HohmBamach (conollaine 3.249). Cetbe conbradiction démonkne le

tp\éef\é/me. O
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C(E%éo/w\/me 4.0.1’1.50041'(1614. g:swl M/fm@/m?ﬂep,ma

J(p(a)) = p(a(a)) ={p(\): X €c(a)}.

Demonalnation. Seit n = degp. Foun Louk A o ap(z)-A=c(z—z)...(2—
2p) asec ¢ # 0 ek cenkaims 2z, € C. Sollors pla)—A=cla—z)...(a—z,) ; cesk
Ww&gemmmwmw,cﬁd.zjgéa(a),j:l ..... n.
égebmmm—MMwL@anWaﬁohbmo&ZjEU(a)/[\mmme
5. Omn auna allsme p(z;) = A =0, domc X € p(a(a)).

glea/’rmoorwmm\t, A =p(z9) ansec zp € o(a) Bena. que p(z) — A & ammulle

emzodo/ncAediMwe/r\anQe%acteunz—zotquueafzom'mt/rm
imeraible ; on auwna demc pla) — A Wa-iﬁwenmweetp(zo)ea(p(a)). o

(Urai. dams toute algelbre umitale, meme sams monme / Lopologie).
Defimition 4042 it a € A. e nayon spectnal de a esl pla) =

sup{|\| : A€ o(a)}.

B suik du theorzme 4040 gue p(a) < |lal.
(fim du couwns 48)

C(?ﬂé@déme4013gbow1t@ufa,/aﬁnmfewmmfemmfedm}é%e

[ega’ Uit -
pla) = lim [l

Demonatnation. W eat lain que pla) < . Fare Cheoreme 4041,
p(a™) = p(a)", dome

pla) < inf [la”] /. (4.3)

Goit pe A" el g(2) = p((1—2a)71), z€C. Comme discuts /r\nécédrmmmmf,
ge&tC-dewua@Qe (Rx}gmnmq\p\e) MLQemM\Qém\tdeQ’mamMe {1/z:

z € o(a)}; en panticulien, sun le disque suvent V= {z: |2 < 1/p(a)}.

bout embien, b mom seulement sun le disgue |Z|<1/Ha||},Qo.Bmthmg
at gl 3 [ somme de aa sonic do Canlor (49).

Joun z €V, om a alows p(a™)z" = ¢((za)") = 0, n — oo. Comnaidénoms
WMWMMMMEMM%@@)"EA**M@EA*.
Fon e Hheornome de Bamach-Steimbaus, lemsemble {(za)"}nen eat bovne
par o meme comatamke € dams A% Jan e theoname 3.2.90, ||(za)"|14 <
C poun fouk n, d'st

o] T fla™ " < 1.
n— o0
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Celte imégalite waut pouwn fouk 2 € V dome em passant & la bome
e o ol
T la” V" < pla).
En Lo combimant avec limegalite (4 3), o conclut que lo limite sui-
vante existe, ef
lim |(a™)[Y" = p(a).

n—roo

o7



ERapitre 5
54 Gemanalitss

@é%mwf@m 5.1.1.500¢E,Fdeowde@mm/{gtT:E—>F

la boule unite B = B(m)mEmmﬂammMWmF,
aufﬂamanfdtfmT eéfawnf«ad’

MQWWW,WMW’MM&%WW-

saines qoun cette danse s longe

gx&nq«[efSiQ *gbf@aMHWI:E%EMMW

xS M&MWM%MMTMWW
Sxcemple 54.3. %it 1 = [a,h], E = F = C(I dkmg@qm

conbimue sun I?. OWWWfEE@foI

7f(a) = [ k) 1wy
%MWW T eal liméaine. U cat borumé can

ITflloe < /b [Ellool[ flloody = (b — a) |loc | .floo-
it B la boule unite dams B. olons T(B) est borme; montrons quil
@fwm.oga%wlw@mkw[wmmﬁewwwfl2dam
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[ 2 mu&m,'wwe>0/jm[e5>0feﬂw,m

Wﬂm

sup |k(l‘1,y) - k(.lfg,y”dy <e.

z1,22€1

Toun feB ebx,my €l avec |z — 22| <6 nows avens alsns
b
T f(z1) —Tf(z2) </ (k(z1,y) —k(z2, )| | f(y)|dy < e(b—a)| fll < e(b—a),

ce gui demontre Usguicontinuits. Bn o eonime d gl boncol, T()
MWWWE:F@['TMMW.
MW%WMLQ[a,b].
gbnqmuﬁcm 54.4. %naf@mbﬁmT:E—)FMedwwde
Demonatration. Supposens que T esk compack. En dinisant pan € =
sup,, ||zl m@e&m,mwwmwmneB/r\mwn La
%WW,MT@@M@A&WW,J@%W&M
pack. o
Proposition 54.5. Lensemble KK (B, F) des spénatews compacts entbre
Demenstration. ik B lo boule umits de E. §L T € K(E,F) et X e C,
ol (XT)(B) = AT(B) esk qnécompact ek AT € K(B,F). §i T.5 €
K(E,F), alow de kouke suite borvnée (2,) dams B om peuk exctraine une
W-Miteyk:xnk te%eq,ueTyk mu@ﬂz,wwyeF;mmd?mit
mmitemew—xmitezl:ykl teQQequeSzl w/TVWng,Ww,ZGF.

(T + S)(2ny,) = Tyw, + Sz = y + 2.

@MQQWWH@’RT\TM,T+SMMW.
Suppesens que T, € K(E,F) ek |T—T,| — 0, n - oco. lbme @a

g@mdemmﬁawmautédﬁTmt/pmdemw,m

Roivissomt des sous-suikes conséeukives dume suike bomée (z,) kelles

que ThZp o001 (n) w*r\meﬂ%e /r\oun touk n. Chbﬂw BM /f\euli OULDDL Qe Bame
aubnement .
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Jowt Lout &> 0, a0it N €N Lel gue [Ty — T < e. Lensemble Ty(B)
Tn(B) « {y1,-. . ym} C F kels que Ty(B) € UL, Byr.c). St 2 € B et &
esk kel gue | Tz — ye]| < e, alow

1Tz — yill < (T = Tn)z|| + [[Tne — yell < 2e,

alons T(B) € Up, By, 22). Cela mombre que T(B) admek um enéseau
%kﬂu/r\mtmxt€>0dofm&ebtrteﬂah/mtmx/r\act O

(fon . couns 19
Proposition 5ATF. Sient B F.G des espaces de Bamack. $i T est
mnf}aof@fAe@fgo’zméaZVwAT@fTAwmnfao&(A/_'Zeéezsfmceé

de Lée% imibien aent cocrdsmnmés )

Demenstration. Soik T € K(B,F) ekt A € B(F,G). Couke auvite bovmse
(z,) admel ume acus-suite Yk = Tn, Lelle que Ty w/wvemge; mais alors
ATykmvu@nﬁemmL,/[\mﬁamhmmtédeA.

§i T € K(F,G) et A€ B(E,F), alow poun boute suite bonee (2,)
lo suite (Azy,) esk bovnée aussi. Sle admet domc ume aous-suike yx =
Axy, telle que Ty w/nmenﬁe; dlorws Ty, =TAxn, omvu@’lﬁe, ek TA eak
CD’mjf\O.Ct. O

@M&WWW,MTnMWWWMe.

o@éﬂw/rwbwbm.?LTétaiti/TwefwiQ}Qe, Q’WW I =171
Aeﬂmtm/r\mk,ceqm@tym/pmwe m|

5.2 £e A/r\e,cb'\e d um o/r\éf\ate,km. wm/lﬂ.o.ck
mwwveo@ueﬁd@ﬂ@wmnfeufs>0¢/wﬁeer\F

«ieaque WMM%W»&F [@ﬂ?ue lz|| =1 el diallz, F) >1—«¢.
QMWOmMyEE\FWdWZEFMW
disk(y, P) > (1= e)lly — 21| Wneske & posen 2= (y—2)/ly— 2. o
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Lemme 5.9.9. %it T € K(E), albns Lo suile despaces B, = (T —1)"E
se alabilise - il existe N €N MWEN:Enan>N.

o@émﬁmbmﬁmgﬁa&téwdmta[usEncEmmangwrvr\oﬁmque
u&emummmw,aﬁomwwa>oﬁwwn
i exciste w, € o\ Bnyr el que [|zn] =1 ek disk(zn, Bogr) >1—e. Joun

m>n om o
Te, —Txy =T —-Dx,— (T — Dy + 2, — Tm € 2n + Enyr,

dome | Ty —Txp| > 1—¢. Pa suike (Tzy) madmridyncwdewmte
de(eauapmd,cea[uxmbwdxtﬂamwutédeT m|
C(?&ane523<dbﬂtamatwedgg:nsdﬁoﬁm) Gt T € K(E), allrs T—1I

MWM%MWWMW Wker(T I) # {0},
boit T — 1 esk imuvenaible.

Demonatration. Seit, comme dams le lemme, E, = (I — I)"E et soik
NeNtquueEN:En/r\mntoutn>N.

QWWWS:T—IMM.S)LEle,aQ@wS@tAWB
aﬂofwmmdumewmbmdmbemqu&mtemeE\S OmaSNxE
En = Eny1, dofncxﬂmAteyeEtquMe

SNg =8Nty = SNz —Sy)=o0.

@mﬂ,p\%wtp\éae,xéS(E)d@fmz:x—Sy;éO.CUuaerSNz:O,ithe
ke{0,....N—1} tel que ¥ #0 eb $51 = 0. Le weckeun %z # 0 esl
dome dams Uespace kerS qui esk momnul. Cette conbradiction mentre
?ﬁxokerSmw.@mﬂaW,mWMWW(xn)
ta@equeSmn:mn,l,n}l.OfnaaQofmS”xn:xo#OmaibS"“xn:O,

dmto«mﬂaba&T\awZn:kerS”M&%érw@uOme
m@@@&eﬁaﬁmdﬂ@%@%wwn,&mynesndam
)|.tquuediAt(yn,Sn,l)>l/2,atmo@UM\twtoutm<n

1Tyn = Tymll = llyn + SYn = ym = Sym|| > disk(yn, Zn-1) > 1/2,
ce qui conbredit la compacite de 7. Cella mombne que S esl imjecti. o
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rmtamw/mxpm;t:

C&WS.&.A.?@C&TWWWWWW&

1. CZ?MM)\%OWJ(T)WWU@Z&(HIW.

2. Leapace propre asaocié est de dimenaion fimie.

3 g’mwbo,zﬂm@temmmh%mdemamM|A\>5.

4. ofe apectne o(T) eat aoil flimi, soit une auile convergente vers 0.

Demonatrabion. 4. Soilkb X£0 ek R=XA"1YT - \) = 21T I. Comme
A€ o(T), QOT\EJ\QJC&(UL R mesk pos imverwible. Jorn le lemme,
ker R # {0}. A exiske alors um vectewn momawl = € kerR, qui
MWWWT com o Te=MNRx+z) =M.

2. 86k A #0 wme valewr propne de T ek Z = ker(T—A). $i B eat
lo loule umité de E ek By celle de 2, allors T(By) ¢ T(B) esk
/rméaom/r\mke. @Do{mtoutxeBomaTx:)\x,dmx:)\_lTx
dome By = A™'T(By) eat pnécompacte. el Jm\/r\&que que Z ept

3. G exciste um mombre imfimi {An}nen de walewns propnes distimeks
deTamec|An|>5>0,aﬂofwiQewmteml:dmwe¢eumW
anEt&aqueTxn:/\nxn;mWEebcpwwmdemWi
£ebwedieww(xn)wwm,cequ’mmembw¢mnéwﬂmce
ém'dmnm\emtxoyéo;mmite,m{xh...,azn,l}bmxtmfu@ekmn:
Shi ex, alons

n—1 n—1 n—1
Tx, = ATy = E ciTxy, = E CEALTE = Ap E CLTk,
k=1 k=1 k=1

d'o«lck)\k:ck)\nWtoutk,etwwm)\k#)\n/r\ounk<n,m

ack:Od'G&xnzo,aequLe&terfr\MAﬂ&e.ﬂ)maumxnm
AWMMQ@M

?oitEn Q,WWWW{xkzlikgn}.@mﬁe
pécédent, EﬁEnH/pmt@utn@mﬁem@@%m%,m
cﬂmﬁ/r\ouncpnn}uenEOMmuecteunyneEnteﬁqueHynH:l
ek diat(yn, Bn1) > 1/2. dvec ce choice, om a Yn = D op_y Cak ek
Yn — ConZn € Ey_1, dome

n
T(yn/)‘n) = )‘7:1 Z CnkAkTk = Cpn%n + 2n = Yn + Z’I/'L
k=1
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anec 2z, 2h € Fp_q. On /r\eut dlos mimenen peun m < n
||T(yn//\n)_T(ym/)‘m)H = Hyn'i‘ziz_ym_Z;nH 2 dm't(ymEn—l) > 1/2'

Lo suite (yn/An) esk borvnée pan 1/5, mais (Tyn) madmet pas de

Wmaﬁ%ﬁm&%mmwmﬂem
4.(€eakwnemwaqwnceuwmadmted39aaamlmm

Aeo(T teQAque|)\|>1/ndofnco eal:%umou/ :

@mﬁedwﬂémem,mﬂémm@iemumem(An)neNdm

a/r\mdé%mm@m)\n%&n%oo.

Omwmmynmemw%mame:

ondne descemdaml : |\o| = |M| > ... @%Ace&f%&fuﬂ)@cdwn@w/&

MWWWMWMM cesl-d-dine auc dimensions des
ehpaces pUopies.

Sxcemple 5.2.6 (non fait en cows). Conaidenons Lopenateun de Vs,
Ltenna - peun feCl0,1],
viw = [ s

@myauw%&m Ww%mwﬂmamg&{Tf ||f\|oo<1}eaf
a?m'camt(/mt,mcaﬂouﬂe

74 =)l = | [ f@)dy] < 1 Flwltz = 1] < [z = ).
Ofn feulf emnauile ww%@nm
Vv NS Jo%S) dt = 00
V@< ] [ 10t = sl

g =
On a dene ||V”||§1/n',d’71a£1%o’vmu/edu)w%cvn4\/pecbw[

p(V) = lim [[V7/" < lim e m/n — g
n—00 n—00

V()] < / VL]t < [ flleo
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1< 1" 1 n
:fZlnk>f/ lnsrd:c:f[x(lnacfl)}1 ~1Inn — +oo
n - n .Jq

quand n — +oo. obe apectre de V eal done le seul poimt {0}.
5.3 Ofrxénate,ww compacks auteadao«mto

@%WuTWmWW@Wme&
Hollient H, om deffimit som adjoimt T pan
(T"z,y) = (x,Ty)

wa,yEHC'MT\QWMMQeMede%M%QFwJ\m

mw@,TymtmgmmmPﬂe&nmw,(@etW@t
liméairne et borné de mervme |7 = |7

3

[T*[| = sup |T"z|[= sup (T*z,y)= sup (z,Ty)=|T].
[l=]|=1 lzll=llyll=1 lzll=llyll=1
gahofml,&m 5341. %ﬂ@ﬁémlﬂﬁmmg@ﬁméTmmmW

QWGMWQWT**_T&NWAEWQ’WW
dUwote?o«tvar\aﬁkapomK—T e&tmfm/[\actouBeAtﬂa
foule umite. (epxaa[uexGHdaENmt @@fncbwnw"r\hﬁwefm y = (z,y)

de H dams C, alons sa neshnickion esf combimue sun K. Lensemble
S ={fr: 2 e B} esk bone pan 1 eb quicombimue dams C(K) : poun
teut z€ B

|fe(y1) — fo(y2)| = 2,91 — v2)| < llyr — vl

Q’MMWWWWAEC(K),WQ@W&J{DW
me& cM%uus o touk z1,20 € B

[far = faslloe = sup [for () = foa (W) = sup |21 —22,9)]

yeT(B)

= sup [(z1 — 22, Ty)| = sup [(T"(z1 — x2), y)| = [[T"(x1 — z2)|],
yeB yEB

dome T*(B) MWTW(AEWW(zn)CBMMCR@&MLM\E
£’0T\éﬂaﬁe»\m T* e&tdmnwmfpark O
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@Mn.@MAGC,MEAQ,WWWdA:
Ey={x€ H:Tx=\z}.

SJLAm’a&t/r\abumewaﬁexm/rmof(\ne,EA:{O}AOmW\oteauAALquekerT:
E,.
*Cesut)\EG(T) mmee&tmwvaﬁewl/r\n&rme@mzeEA
m-muﬁ,wwmeT:T*,

(Tz,2) = N|z||* = (z,Tx) = A|l||*,

dot A=A,
+ i \#p ek By, EﬂWmmuQc,aQem/r\omerx,yeEﬂm
o
/\<x’y> = (Tx,y) = <:I:,Ty> = u(x,y),
done (2,9) =0.

O

Theorneme 5.3.3. %il T un spenaleun aulo-adjoint mon-nul sun un

sup [(Tz,z)| = ||T].

llzll=1

Demenatration. Netons M = sup|z=1 [Tz, z)|. On o Zuidemment

1T = sup [[Tzl| = sup [(Tz,y)]
el =1 lell=lyll=1

e/tmzr\anhw&erLHTH}M‘@me,yGH

(T(x+ty),xty) = (T, x) + ((Tz,y) + (Ty,z)) + (Ty,y),

(Tz,y) +(Ty,z) = (T(x +y),x +y) — (Te,x) — (Ty,y)
= —<T($ - y)7x - y> + <T£L’,£C> + <Ty7y>7
d'si

(Tz,y) + (Ty,2) = = ((T(z+y),z+y) — (T(x—y),z—y)).

N
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8médwuwntlzam®meé8a&téwueciydﬁa/r&aoedey,mo@w
_i<T$7y> +’L<Ty,$(}> = %(<T(£E+Zy),$+7,y> - <T($ —iy)7x—z'y>),
et fimalement

(Tx,y) = ((Tx,y) + <Ty,x>) — %( —i(Tz,y) + i(Ty,x>)

(T(x+y),z+y) — (T(x—y),z—y))

I e

(<T(I +iy),x +iy) — (T(x —iy),z — Zy>)

N
iy

On comelt que

(T, y)| < 7 M (lz +yl? + llo = yl* + llo +iyll* + = — ay]?)

] =

([l + lyl* + lll|* + liyll*) = M

=5

ek dome M =|T. O

Demonstration. Fourn tout re H fe /r\n@duxt scalloine (Tz,x) = (x,Tx) =
(Tx,x) esk réell. Jon le Hhésreme T\nécédent,

1T = sup [(Tz,z)].

llzll<1

Quitke & h.mw’r\ﬂacen T pan =T, om /r\ex,i AUeEN que T[] = supyp <1 (T, 7).
Choisisaons wne suite (v,) C H telle que ||za] =1 ek (T, 20) — [T

@m%mwwtédeT,&m&temWa&bwteyk:xnktﬂew
Tykmvwﬁtﬁew@wum&mtezeH@mb&utk

1Ty = 1T Nyell* = 1Tykll® = 1T Wyw, Tyw) = I Ty, yi) + 171 w1

= 2 = 2ITI* + T = ||=[” = 1T]|>.
Leocpession & 8‘1““()‘& esl pesikive, done [|2]| > ||T|. dou meme temps,
2l = lim [ Tyell < 7.
Dome |21 = |T|| ek Tye — I Tllyx — 0, dome yi — 2/|T|. Mooimtemamt
Tz = ||T| lim Ty, = |17
dome 2z # 0 eak um veckeun eue de T. i
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eapace de Hillernt H. Olons -

x W exciste une base onthonormée {ea} de H qui consisle de vecleuns
W@AdeT :WW@[, Tey = A€o -

w Bensemble {o: Ag # 0} eal dénombrable, et en le nemotamt {e,, :
TLEN}MQ,WMJJEH,

Tx = Z Anlx, en)en.

Domonstration.  x Jon. Chesreme 594, o(T)\ {0} est au plus dé-
nombrable. Fowe fout A € o(T)\ {0}, la dimension de [espace
monmée (fimie), et soit {e, :n € N} fo néumiom de ces bases, qui
mt@mmmtdmmd)m@& Jan Cheoreme 539, les eapaces Ey

MWWAW’M&"}MWW
othonemee

?@&EQW@Q@«rvr\e&méam%ehfméede{en}@quue{en}%t
W@MMMUM@AEE)&Z:EL.£3M-WZM
T-muwuxm\li:ALxEZ,aQodA/r\othcmtn

(Tz,e,) = (x,Ten) = Ap(z,e,) =0.

o nesbrickion R =T|z esk um opénateun compack, qui m'a ancume
anwn/r\nonﬁmmuQQeMmaequaﬂwnwde
Tmudﬂebwmwmw&wmtmm
Vum des eapaces Ex, A € o(T) \ {0}, engendnés nan {ea}. Jan
Cheoreme 5.3.4,R:O,dochCkerT.Om/pwtmvpﬁétm {en}
MWMW&Z&MWM@@}&H
£@meanmedeeramW

0.
*?MkPQQW%MﬂMWME.@MLM$EHMQ

Tz = TPz, ek
Pzr = Z(Px, en)en = Z(L €n)en.

n n

@mmﬁnuﬂtédeT,mam\mmtmmmt

Tr = Z(x, en)Te, = Z)\n<x, €n)en.

n
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[1] R Engelling, Genenal Copology (auntout : Thesneme de Trychoneff,

deg)tefnaqgwmbw

[3] . Ko, Exercices @W on Wﬂw fondamentale (Thes
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